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Для произвольного m получены коэффициенты явных
m-стадийных методов типа Рунге-Кутта. Области устойчи-
вости промежуточных численных формул согласованы с об-
ластью устойчивости основной схемы. Построены неравен-
ства для контроля устойчивости методов.

Введение.Для численного решения жестких задач

y′ = f(t, y), y(t0) = y0, t0 ≤ t ≤ tk, (1)

в [1] предлагается применять явные методы типа Рунге-Кутта

yn+1 = yn +
m∑

i=1

pmiki, ki = hf(tn + αih, yn +
i−1∑
j=1

βijkj), (2)

где y и f – гладкие вещественные N -мерные вектор функции, t –
независимая переменная, ki, 1 ≤ i ≤ m, – стадии метода, αi, pmi,
βij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ i− 1, – числовые коэффициенты. В [1] для
произвольного m получены коэффициенты методов с первого по
третий порядок, а в [2] – коэффициенты методов четвертого по-
рядка с максимальным интервалом устойчивости. Там же числен-
но показано значительное повышение эффективности алгоритмов
интегрирования за счет комбинирования таких численных фор-
мул в процессе вычислений на основании критерия устойчивости.
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Однако в [1]–[2] не рассмотрен вопрос о выборе коэффициентов
βij, которые влияют на устойчивость промежуточных схем и, в
конечном счете, на эффективность алгоритма интегрирования.

Численные схемы. Для упрощения выкладок далее рас-
смотрим задачу Коши для автономной системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

y′ = f(y), y(t0) = y0, t0 ≤ t ≤ tk, (3)

для решения которой применим методы типа Рунге-Кутта, запи-
санные в следующем виде

yn,i = yn +
i∑

j=1

βi+1,jkj, 1 ≤ i ≤ m− 1, yn+1 = yn +
m∑

i=1

pmiki, (4)

где ki = hf(yn,i−1), 1 ≤ i ≤ m, yn,0 = yn. Построенные ниже
методы применимы для неавтономных систем, если в (2) положить

α1 = 0, αi =
i−1∑
j=1

βij, 2 ≤ i ≤ m. (5)

В дальнейшем потребуется матрица Bm с элементами bij вида [1]

b1i = 1, 1 ≤ i ≤ m, bki = 0, 2 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i ≤ k − 1,

bki =
i−1∑

j=k−1

βijbk−1,j, 2 ≤ k ≤ m, k ≤ i ≤ m. (6)

Устойчивость одношаговых методов исследуется на линейном урав-
нении y′ = λy, <(λ) < 0. Применяя вторую формулу (4) для реше-
ния y′ = λy, получим yn+1 = Qm(z)yn, z = hλ, где

Qm(z) = 1 +
m∑

i=1

cmiz
i, cmi =

m∑
j=i

bijpmj, 1 ≤ i ≤ m. (7)

Обозначая Cm = (cm1, · · · , cmm)T и Pm = (pm1, . . . , pmm)T , соотно-
шения (7) можно переписать в виде

BmPm = Cm, (8)
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где элементы матрицы Bm определены соотношениями (6). Для
промежуточных численных схем (4) имеем

yn,k = Qk(z)yn, Qk(z) = 1 +
k∑

i=1

ckiz
i, cki =

k∑
j=i

bijβk+1,j, (9)

1 ≤ k ≤ m − 1. Используя обозначения βk = (βk+1,1, . . . , βk+1,k)
T

и ck = (ck1, . . . , ckk)
T получим, что коэффициенты βij промежу-

точных схем (4) и коэффициенты соответствующих многочленов
устойчивости связаны соотношениями

Bkβk = ck, 1 ≤ k ≤ m− 1. (10)

Заметим, что из сравнения (6) и (9) следует, что bki = ci−1,k−1, то
есть элементы (k + 1)-го столбца матрицы Bm совпадают с коэф-
фициентами многочлена устойчивости Qk(z). Отсюда следует, что
если заданы коэффициенты многочленов устойчивости основной
и промежуточной численных схем, то коэффициенты методов (4)
однозначно определяются из линейных систем (8) и (10) с верхни-
ми треугольными матрицами Bi, 1 ≤ i ≤ m.

Разлагая точное и приближенное решения в ряды Тейлора по
степеням h, можно записать

y(tn+1) = y(tn) + hf +
h2

2
f ′f +

h3

6
[f ′′f 2 + f ′2f ] + O(h4),

yn+1 = yn + (
m∑

j=1

b1jpmj)hf + (
m∑

j=2

b2jpmj)h
2f ′nfn + (11)

+(
m∑

j=3

b3jpmj)h
3f ′2n fn + 0.5(

m∑
j=2

b2
2jpmj)h

3f ′′nf 2
n + O(h4),

где элементарные дифференциалы вычислены на точном y(tn) и
приближенном yn решениях, соответственно. Из сравнения соотно-
шений (11) видно, что численная формула (4) будет иметь первый
порядок точности, если

∑m
j=1 b1jpmj = 1. Требование второго по-

рядка точности (4) означает выполнение дополнительного условия∑m
j=2 b2jpmj = 0.5. Наконец схема (4) будет иметь третий порядок,

если дополнительно выполняются еще два соотношения
m∑

j=3

b3jpmj =
1

6
,

m∑
j=2

b2
2jpmj =

1

3
. (12)



4

Отсюда следует, что для построения m-стадийных методов перво-
го и второго порядков точности в линейной системе (8) следует
положить cm1 = 1 и cm1 = 1, cm2 = 0.5, соответственно. Задача
о построении m-стадийных методов третьего порядка сводится к
совместному решению линейной системы (8) и второго уравнения
(12) при условии cm1 = 1, cm2 = 0.5, cm3 = 1/6. Учитывая, что
b2j = αj, 2 ≤ j ≤ m, нетрудно видеть, что совместность (8), (12)
эквивалентна совместности соотношений

m∑
j=2

αjpmj =
1

2
,

m∑
j=2

α2
jpmj =

1

3
, (13)

где αj, 2 ≤ j ≤ m, определены формулами (5).
Коэффициенты методов первого и второго порядков

точности. Будем предполагать, что заданы коэффициенты мно-
гочленов устойчивости [3]

Qk(z) = 1 +
k∑

i=1

ckiz
i, 1 ≤ k ≤ m. (14)

Для каждого k, 1 ≤ k ≤ m, обозначим через |γk| длину такого
максимального интервала [γk, 0], что для всех z ∈ [γk, 0] имеет
место неравенство |Qk(z)| ≤ 1. Учитывая, что z = hλ, в (14) для
каждого Qk(z), 1 ≤ k ≤ m, проведем замену h на (hγk/γm). В
результате вместо (14) получим

Q′
k(z) = 1 +

k∑
i=1

c′kiz
i, c′ki = (γk/γm)icki, 1 ≤ k ≤ m. (15)

Далее данные полиномы будут использоваться в качестве много-
членов устойчивости методов (4). Замена h на (hγk/γm) означает,
что приближенное решение по промежуточным схемам (4) вместо
точек (tn + ck1h), 1 ≤ k ≤ m − 1, будет вычисляться в точках
(tn + c′k1h), 1 ≤ k ≤ m − 1. В этом случае максимальный шаг из
условия устойчивости основной схемы будет максимальным и для
промежуточных численных формул.

Определение коэффициентов методов (4) будем осуществлять
по следующему алгоритму. С использованием [1] вычислим коэф-
фициенты полиномов (14), удовлетворяющими некоторым задан-
ным свойствам. Затем вычислим коэффициенты многочленов (15)
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с применением соответствующей замены переменных. Учитывая,
что элементы (k+1)-го столбца матрицы Bm совпадают с коэффи-
циентами многочлена устойчивости Q′

k(z), сформируем матрицу
Bm, которая имеет вид

Bm =


1 1 1 . . . 1
0 c′11 c′21 . . . c′m−1,1

0 0 c′22 . . . c′m−1,2

. . .
0 0 0 . . . c′m−1,m−1

 , (16)

Используя в (10) вектор c′k = (c′k1, . . . , c
′
kk)

T вместо ck, все коэффи-
циенты методов (4) определяются из линейных систем (8) и (10).

Коэффициенты методов третьего порядка точности.
При построении методов третьего порядка точности с согласо-
ванными областями устойчивости отличие от предыдущего слу-
чая заключается в том, что необходимо выполнение совместно-
сти уравнений (13). Поэтому будем полагать, что элемент c′11 в
матрице (16) есть пока неопределенный коэффициент полинома
Q′

1(z) = 1 + c′11z. Из линейной системы (8) последовательно опре-
делим pmm, pm,m−1, . . . , pm3. Учитывая, что αi = c′i−1,1, 2 ≤ i ≤ m,
перепишем соотношения (13) в виде

c′11pm2 =
1

2
−

m∑
j=3

c′j−1,1pmj, c′211pm2 =
1

3
−

m∑
j=3

c′2j−1,1pmj.

Разделив второе уравнение на первое, получим

c′11 = (
1

3
−

m∑
j=3

c′2j−1,1pmj)/(
1

2
−

m∑
j=3

c′j−1,1pmj).

Данное c′11 обеспечивает совместность (13). Значения pm2 и pm1

последовательно определим из второго и первого уравнений (8).
Оставшиеся коэффициенты βij, 3 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ i−1, вычислим
последовательным решением систем линейных уравнений Bkβk =
c′k, 2 ≤ k ≤ m−1, где βk = (βk+1,1, . . . , βk+1,k)

T и c′k = (c′k1, . . . , c
′
kk)

T .
Контроль устойчивости. Неравенство для контроля устой-

чивости построим по аналогии [1]. Для получения данного нера-
венства применим метод (4) для решения задачи (3) при f(y) =



6

Ay + b, где A и b соответственно матрица и вектор с постоянны-
ми коэффициентами размерности N . Очевидно, что в этом случае
выполнены соотношения: k1 = hfn, k2 = hfn + α2h

2f ′nfn, k3 =
hfn + α3h

2f ′nfn + α2β32h
3f ′2n fn, где fn = Ayn + b, f ′n = A. Выберем

b′i и b′′i , 1 ≤ i ≤ 3, из условия выполнения равенств
∑3

i=1 b′iki =
h3f ′2n fn,

∑3
i=1 b′′i ki = h2f ′nfn. Нетрудно видеть, что данные соот-

ношения будут выполнены, если b′1 = −(α2 + α3)/(α
2
2β32), b′2 =

α3/(α
2
2β32), b

′
3 = 1/(α2β32), b′′1 = −1/α2, b′′2 = 1/α2, b′′3 = 0. Теперь

оценку максимального собственного числа λmax
n матрицы Якоби

∂f(yn)/∂y задачи (3) можно вычислить по по формуле

hλmax
n = |α2β32|−1 max

1≤j≤N
|[α2k3 + α3k2 − (α2 + α3)k1]j/[k2 − k1]j|.

Тогда неравенство для контроля устойчивости m-стадийного ме-
тода (4) имеет вид hλmax

n ≤ |γm|, где |γm| есть длина интерва-
ла устойчивости m-стадийной схемы. Неравенство для контроля
устойчивости можно применять как для выбора шага интегриро-
вания, так и для выбора метода и числа стадий в заданном методе
в зависимости от поведения решения [1].

Из результатов численного сравнения методов с согласован-
ными областями устойчивости и численных схем без согласования
из [1] следует примерно 30-процентное повышение эффективности
алгоритма интегрирования и более оправданное поведение вели-
чины шага на участке установления для ряда тестов.
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