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Ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ÷èñëåííîãî èñëëåäîâàíèÿ ìîäåëè
ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû, ó÷èòûâàþùåé âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö
ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà, íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Ñî-
çäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèíàìè÷åñ-
êèõ çàäà÷ â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ìîìåíòíîé óïðóãîé
ñðåäå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòå êî-
ëåáàíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ
óïðóãîñòè ìàòåðèàëà.

Â 2009 ãîäó èñïîëíèëîñü 100 ëåò ñî äíÿ îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû áðàòüåâ Êîññåðà, â êî-
òîðîé áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû [1]. Â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, â ýòîé ìîäåëè êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâàìè òâåðäîãî òåëà � äëÿ íåå ó÷èòûâàþòñÿ âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Êîññåðà ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ: êîìïîçèòîâ, ãðàíóëèðîâàííûõ, ïîðîø-
êîîáðàçíûõ, ñûïó÷èõ, ìèêðîðàçðóøåííûõ è ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä. Ñòðóêòóðà � îäèí èç
âàæíåéøèõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ìàòåðèàëîâ, íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþùèé íà èõ ïðî÷-
íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìàòåðèàëà è ìàñøòàáà èññëåäîâàíèé
â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó íàíî-, ìèêðî- èëè ìåçîóðîâíÿ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé íåîáõî-
äèìî ñîãëàñîâûâàòü ðàçìåð ÿ÷ååê èñïîëüçóåìûõ ñåòîê ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåîäíî-
ðîäíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìàëóþ âåëè÷èíó. Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ïîëó-
÷àþòñÿ çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðûõ íåäîñòàòî÷íî âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà èëè ðàáî÷åé ñòàíöèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé
àðõèòåêòóðîé. Ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé îêàçûâàþòñÿ åäâà ëè íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ
èíôîðìàöèè îá èññëåäóåìûõ ïðîöåññàõ.

Â ìîäåëè ìîìåíòíîé ñðåäû êðîìå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè v, ó÷èòûâàþòñÿ íåçàâèñèìûå ìàëûå ïîâîðîòû ÷àñòèö ñ âåê-
òîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω, à íàðÿäó ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé τ , êîìïîíåíòû êîòîðîãî
íåñèììåòðè÷íû, ââîäèòñÿ íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé m. Îñíîâ-
íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè
óïðóãîñòè çà ñ÷åò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Â ýòó ñè-
ñòåìó âõîäÿò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è îáîáùåííûé çàêîí

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 11-01-00053), Êîìïëåêñíîé ïðî-
ãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 2 �Èíòåëëåêòóàëüíûå èíôîðìàöèîííûå
òåõíîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ñèñòåìíûé àíàëèç è àâòîìàòèçàöèÿ� è Ìåæäèñöèïëèíàð-
íîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ � 40.
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ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [2]:
ρv̇ = ∇ · τ + ρg, jω̇ = ∇ ·m− 2τ x + jq,

Λ̇ = ∇v + ω, Ṁ = ∇ω,
τ = λII · ·ΛS + 2µΛS + 2αΛA,

m = βII · ·MS + 2γMS + 2εMA.

(1)

Çäåñü Λ èM � ðàâíûå íóëþ â åñòåñòâåííîì (íåíàïðÿæåííîì) ñîñòîÿíèè ñðåäû òåíçîðû
äåôîðìàöèé è êðèâèçí; ΛS, MS, ΛA, MA � ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå òåíçîðîâ; τ x � âåêòîð òåíçîðà τ ; I � åäèíè÷íûé òåíçîð;∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà;
òî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè; ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû; g � âåêòîð
ìàññîâûõ ñèë; q � âåêòîð ìîìåíòîâ; λ, µ, α, β, γ, ε � óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû;
j � îñîáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñðåäû, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåð-
öèè ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå öåíòð òÿæåñòè, íà ÷èñëî ÷àñòèö
â åäèíèöå îáúåìà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé è ðàçìåðàìè ÷àñòèö. Ïðè îïèñàíèè
ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ïàðàìåòð j ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå j = 2 ρ r2/5,
ãäå r � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÷àñòèö ñðåäû.

Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ 24 óðàâíåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî 24-õ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, â ñëó÷àå ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìà ñîñòîèò èç 12 óðàâíåíèé.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèììåòðè÷åñêîìó âèäó

A
∂U

∂t
= B1

∂U

∂x1
+B2

∂U

∂x2
+B3

∂U

∂x3
+QU + G, (2)

ãäå

U = U(v1, v2, v3, τ11, τ22, τ33, τ23, τ32, τ31, τ13, τ12, τ21,

ω1, ω2, ω3,m11,m22,m33,m23,m32,m31,m13,m12,m21).

Ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A,B1, B2 è B3 ñèììåòðè÷íû, ìàòðèöà Q àíòèñèììåòðè÷íà, â
âåêòîð G âõîäÿò ìàññîâûå ñèëû è ìîìåíòû. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ íà ïàðàìåòðû
ñðåäû

3λ+ 2µ, µ, α > 0, 3β + 2γ, γ, ε > 0, (3)

ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

det
(
cA+ n1B1 + n2B2 + n3B3

)
= 0, n2

1 + n2
2 + n2

3 = 1,

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè êîòîðîãî � ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí cp, ïîïåðå÷íûõ âîëí cs,
âîëí êðó÷åíèÿ cm è âîëí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ cω � ðàâíû

cp =

√
λ+ 2µ

ρ
, cs =

√
µ+ α

ρ
, cm =

√
β + 2 γ

j
, cω =

√
γ + ε

j
. (4)

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è ïðåäïîëàãàþò çàäàíèå ïðè t = 0 âåêòîð-ôóíêöèè
U = U0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé

vi = v0i , ωi = ω0
i , i = 1, 2, 3 , (5)
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èëè íàïðÿæåíèé
3∑

k=1

nk τki = pi,

3∑
k=1

nkmki = qi, i = 1, 2, 3 . (6)

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â
ðàìêàõ ìîäåëè (1) ñ êîíå÷íûìè ñêîðîñòÿìè (4). Ïðè ýòîì âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîïåðå÷íûì âîëíàì, àâòîìàòè÷åñêè ïîðîæäàþò âîëíû âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ,
è íàîáîðîò, âîçìóùåíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîïåðå÷íûì âîëíàì. Íà
òàêèõ âîëíàõ, êàê è íà âîëíàõ êðó÷åíèÿ, âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì êà÷åñòâåííûì îòëè÷èåì ìîäåëè ìîìåíòíîé ñðåäû Êîññåðà îò êëàññè÷åñêîé
ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äðóãîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîìåíòíîé ñðåäå
èìååòñÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ìàòåðèàëà, çàâèñÿùàÿ îò èíåð-
öèîííûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû è îò ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà è íå
çàâèñÿùàÿ îò ðàçìåðîâ èññëåäóåìîé îáëàñòè [3,4]. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî
ñäâèãà âîçíèêàåò êëàññè÷åñêîå ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå

j
∂2ω3

∂t2
= −4αω3 + 2αχ̇,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè óãîë ñäâèãà χ(t) èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ
÷àñòîòîé ν∗ = 1/T , T = π

√
j/α, ðàâíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ,

òî àìïëèòóäà óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Â îáùåì ñëó÷àå â ìî-
ìåíòíîé ñðåäå ðåçîíàíñ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî âîçáóäèòü, íàïðèìåð, çà ñ÷åò
ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà íà ãðàíèöå ñëîÿ.

Óïðîùåíèåì ìîäåëè Êîññåðà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ðåäóöèðîâàííîé ñðåäû. Â ðåäóöè-
ðîâàííîé ñðåäå äîïîëíèòåëüíûå âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ó÷èòûâàþòñÿ, íî ìî-
ìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Çäåñü òðè èç âîñüìè êîíñòàíò ïîëíîé ñðåäû
Êîññåðà ðàâíû íóëþ (β, γ, ε = 0). Âïåðâûå ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â [5] äëÿ îïè-
ñàíèÿ ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé ïðè îïèñàíèè ñûïó÷èõ ñðåä.

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â ïðåäïîëîæåíèè î çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé òîëü-
êî îò äâóõ èíâàðèàíòîâ � îáúåìíîé äåôîðìàöèè ñðåäû è îòíîñèòåëüíîãî óãëà ïîâî-
ðîòà ÷àñòèöû � íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùàÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå íåìàòè÷åñêîãî æèäêîãî êðèñòàëëà ïðè ñëà-
áûõ ñèëîâûõ è òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèÿõ. Â ïëîñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà, çàïèñàííàÿ
â ñêîðîñòÿõ è íàïðÿæåíèÿõ, ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ, âûçâàííîãî âðàùåíèåì ÷àñòèö, è ñâÿçàííîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç ñèñòåìû ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà äëÿ êàñà-
òåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå èññëåäîâàòü ðåçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå ñòðóêòóðíî-
íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà íà ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
÷àñòèö. Â áåçìîìåíòíûõ ñðåäàõ (ðåäóöèðîâàííàÿ ñðåäà Êîññåðà) ðåçîíàíñ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ çà ñ÷åò òîëüêî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå âîçíèêàåò.

Â ðàáîòàõ [6, 7] îïèñàí àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íà
ñóïåðêîìïüþòåðàõ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäå äâó-
öèêëè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-
íûì è âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñùåïëåíèÿ îäíîìåðíûå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ìîíîòîííîé ENO�ñõåìû òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îáîáùåíèå ñõåìû ðàñïàäà ðàçðûâà Ãîäóíîâà, ñ èñïîëüçîâàíè-
åì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, ðàçðûâíûõ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Ñïëàéíû ñòðîÿòñÿ íà
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îñíîâå ïðîöåäóðû ïðåäåëüíîé ðåêîíñòðóêöèè. Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì ðàñ÷åòíàÿ
ñõåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, ïîýòîìó îíà, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ áîëåå ïðî-
ñòûõ ñõåì, ïðèãîäíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îá óäàðíûõ,
èìïóëüñíûõ è ñîñðåäîòî÷åííûõ âîçäåéñòâèé.

Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè MPI (Message Pass-
ing Interface) ïî òåõíîëîãèè SPMD (Single Program � Multiple Data) â âèäå êîìïëåêñà
ïðîãðàìì äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Êîìëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
îïèñàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ìàññèâå ñðåäû, ñîñòàâëåííîì èç ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà ðàçíîðîäíûõ áëîêîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå
âûïîëíåíî íà îñíîâå áëî÷íîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñîñòîèò èç ïðîãðàììû�ïðåïðîöåññîðà, îñíîâíîé ïðîãðàììû
ðàñ÷åòà ïîëåé ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé, ïîäïðîãðàìì ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
è óñëîâèé ñêëåéêè ðåøåíèé íà íåñîãëàñîâàííûõ ñåòêàõ ñîñåäíèõ áëîêîâ è ïðîãðàììû�
ïîñòïðîöåññîðà.

Ïðîãðàììà�ïðåïðîöåññîð îñóùåñòâëÿåò ïîñòðîåíèå íåçàâèñèìûõ (íåñîãëàñîâàííûõ)
êðèâîëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê â áëîêàõ è âû÷èñëÿåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìûé ïî óñëî-
âèþ Êóðàíòà�Ôðèäðèõñà�Ëåâè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà îñíîâå ÿâ-
íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Êðîìå òîãî, ïðîãðàììà çàäàåò íà÷àëüíûå äàííûå (îäíîðîäíûå â
ñëó÷àå åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàññèâà ñðåäû), ðàñïðåäåëÿåò ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü ìåæ-
äó ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè ïî ïðèíöèïó ðàâíîìåðíîé çàãðóçêè.

Íà êàæäîì óçëå êëàñòåðà îñíîâíîé ïðîãðàììîé âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ, ñâîäÿùè-
åñÿ ê âçàèìíî-ñîãëàñîâàííîé ïîýòàïíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ïðîöåññû, ïðîèçâîäÿùèå êðîìå òîãî
ñêëåéêó ðåøåíèé íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ.

Ïðîãðàììà�ïîñòïðîöåññîð ïîäãîòàâëèâàåò äàííûå äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì, ïðåäíà-
çíà÷åííûõ äëÿ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåøåíèÿ íåò íåîáõîäè-
ìîñòè èñïîëüçîâàòü äàííûå ñ òî÷íîñòüþ, ïîëó÷åííîé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è.
Ïîýòîìó âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ñæàòèÿ äàííûõ ñ êîíòðîëèðóåìîé ïîòåðåé òî÷-
íîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ôàéëîâ áîëüøîãî ðàçìåðà è âðåìåíè
òðàíñïîðòèðîâêè ïî ñåòè, à òàêæå äëÿ êîìïàêòíîãî õðàíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â
ïîñòîÿííîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà [7].

Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé
çàäà÷è Ëýìáà î ìãíîâåííîì äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåéñòâèè ñî-
ñðåäîòî÷åííîé èìïóëüñíîé íàãðóçêè, ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè, ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé
ñîáñòâåííîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ν∗ (ðèñ. 1).

Âåðèôèêàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà âûïîíÿëàñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííîãî è àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðýëåÿ â ïîëíîé è ðåäóöè-
ðîâàííîé ñðåäå Êîññåðà, ïîëó÷åííîãî â ðàáîòàõ [8, 9] (ðèñ. 2).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû çàäà÷ â ðàìêàõ ïîëíîé è ðåäóöèðîâàííîé ñðåäû âûïîëíåíû íà
êëàñòåðàõ ÌÂÑ-1000 Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ è ÌÂÑ-100k
Ìåæâåäîìñòâåííîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà ÐÀÍ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ìåõàíè-
÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà òèïà Íåéìàíà�Ðèõòìàéåðà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà âèäåîêàðòå NVIDIA TESLA C2050
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè CUDA (Compute Uni�ed Device Architecture).
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Ðèñ. 1. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñêîðîñòè v1 äëÿ ðåçîíàíñíîé (ñëåâà) è íåðåçîíàíñíîé (ñïðàâà)
÷àñòîòû
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Ðèñ. 2. Ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà Ðýëåÿ â ðåäóöèðîâàííîé ìîìåíòíîé ñðåäå: a, b, c � êîìïîíåíòû
íàïðÿæåíèé τ11, τ31, τ33 ñîîòâåòñòâåííî, d � êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè ω2


