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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è î äâèæåíèè îäíîðîäíîé
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëàõ ïðè çàäàíèè ïåðåõîäà äàâëåíèÿ íà ãðàíèöàõ
âõîäà-âûõîäà.

Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñêè âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î äâèæåíèè âîçäóõà â ñèñòåìàõ âåíòèëÿöèè â
çäàíèÿõ, ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèÿõ (øàõòàõ, ìåòðî) è ò.ï. Ýòè çàäà÷è, â ñèëó ìàëîñòè ñêîðî-
ñòåé äâèæåíèÿ ñðåäû è ôàêòè÷åñêîé å¼ íåñæèìàåìîñòè, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü äâèæåíèåì
âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, êîãäà èñòî÷íèêîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
ïàä äàâëåíèÿ íà êîíöàõ ðàçâåòâë¼ííîãî êàíàëà. Äåòàëüíûé àíàëèç òàêèõ òå÷åíèé âàæåí,
íàïðèìåð, ïðè îöåíêå çàãàçîâàííîñòè îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ óãîëüíûõ øàõò. Ïîýòîìó öåëüþ
íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ î äâèæåíèè â êàíàëå îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè çàäàíèè äàâ-
ëåíèÿ íà âõîäå è âûõîäå êàíàëà è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Â çàäà÷àõ î òå÷åíèè â êàíàëàõ îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ñèñòåìà
óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà) îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé è çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íà òâåðäûõ ñòåí-
êàõ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, à íà ó÷àñòêàõ âòåêàíèÿ è âûòåêàíèÿ æèäêîñòè âåêòîðîâ ñêîðî-
ñòè. Ýòîìó ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, îáçîð â [1, 2]).

Âòîðàÿ ïîñòàíîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íà ó÷àñòêàõ âòåêàíèÿ - âûòåêàíèÿ äàâëåíèÿ,
à íå ñêîðîñòåé. Òî åñòü äâèæåíèå æèäêîñòè â îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò
ðàçíîñòè äàâëåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ýòè çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â ôîðìóëèðîâêå "ñêîðîñòü - äàâëåíèå à
íå â ôîðìóëèðîâêå "âèõðü - ôóíêöèÿ òîêà". Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, êðîìå çàäàíèÿ äàâëåíèÿ íà ó÷àñòêàõ
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âòåêàíèÿ - âûòåêàíèÿ, íåîáõîäèìî çàäàòü òîëüêî îäíó èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè òàê, ÷òî-
áû âåêòîð ñêîðîñòè íà ãðàíèöå âòåêàíèÿ - âûòåêàíèÿ áûë åé ïåðïåíäèêóëÿðåí. Îäíàêî,
â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâèå çíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íå ïîçâîëÿåò
áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà íåå ïîñòðîèòü ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
Îáû÷íî ÷èñëåííî ðåøàþòñÿ çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ â êàíàëàõ ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäè-
íàò ïðÿìûìè ãðàíèöàìè è ïðÿìûìè óãëàìè (ñì. [5, 6]). Â ýòîì ñëó÷àå íà âõîäå è âûõîäå
çàäàþòñÿ "åñòåñòâåííûå"êðàåâûå óñëîâèÿ íà ñêîðîñòè âèäà v = 0, ∂u

∂x
= 0(u = 0, ∂v

∂y
= 0),

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àëãîðèòìè÷åñêè çàìêíóòûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîðà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ v = 0(u = 0). Îäíàêî òàêîå "ïðîñòîå"îïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé
íà ãðàíèöå íå âñåãäà âîçìîæíî. Äåëî â òîì, ÷òî ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ íà âòîðóþ êîìïîíåí-
òó ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, "ëèøíèìè è, äëÿ òîãî ÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à ñ íèìè èìåëà
ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíè áûëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñîâàíû ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé áåç òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå
äàâëåíèÿ íà ãðàíèöàõ êàíàëà íå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè íà ýòèõ ãðàíè-
öàõ [7]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñëóæèòü ïîÿâëåíèþ òàêèõ ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ, ìàëîå
èçìåíåíèå êîòîðûõ ìîæåò ïîñëóæèòü ñóùåñòâåííîìó ïåðåñòðîåíèþ ðåøåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ïðîòåêàíèè âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â êàíàëå ñ çàäàííûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íà âõîäå è âûõîäå

∂u
∂t

+ u∇u+∇P = ν∆u
divu = 0

(1)

PAB = p1(y), PCD = p2(y), uBC = 0, uAD = 0, (2)

|(u, n)| = |u| íà ãðàíèöå AB, |(u, n)| = |u| íà ãðàíèöå CD, (3)

ãäå u = (u, v) - âåêòîð ñêîðîñòè, u = u(x, y), v = v(x, y), p = p(x, y) - äàâëåíèå, v > 0 -
êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, Ω - îáëàñòü ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1. Îáëàñòü òå÷åíèÿ

Ðàâåíñòâà (1)-(3) îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè u ïåðïåíäèêóëÿðåí ãðàíèöàì AB è
CD. Ïîäîáíîå óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå [8] êàê äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â êàíàëå ñ çàäàí-
íûì âåêòîðîì ñêîðîñòè íà ãðàíèöå.

Îòìåòèì, ÷òî íà âõîäíûõ è âûõîäíûõ ãðàíèöàõ êàíàëà íå ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ íà ãî-
ðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé
ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ íà
ïðèìåðå òå÷åíèÿ â ðàçâëåòâë¼ííîì êàíàëå.
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2. Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

u∇u+∇p = ν∆u, divu = 0 (4)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2), (3) ïîñòðîèì â îáëàñòè Ω ðàçíåñ¼ííóþ ïðÿìîóãîëüíóþ è â îáùåì
ñëó÷àå íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó Ωh , ñîãëàñîâàííóþ ñ ãðàíèöåé Γ = AB ∪BC ∪CD∪AD. Íà
Ωh ìåòîäîì êîíòðîëüíîãî îáú¼ìà àïïðîêñèìèðóåì (1) ðàçíîñòíîé ñõåìîé 2 - ãî ïîðÿäêà.

Âìåñòå ñ àïïðîêñèìàöèåé êðàåâûõ óñëîâèé (2) − (3) ìû ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà u = (uij, vij, pij), (i, j) ∈ J1 . Ââåäåì òàêæå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J1,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òåì ãðàíè÷íûì óçëàì, ãäå íåò êðàåâûõ óñëîâèé íà êîìïîíåíòû
uij è pij âåêòîðà ðåøåíèÿ.

Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìåíüøå êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ â ñèëó òî-
ãî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè
íà ãðàíèöàõ ïðîòåêàíèÿ (íà âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè ïîñòàâëåíî óñëîâèå (3),
îçíà÷àþùåå v = 0 íà ãðàíèöàõ AB è CD ), âî-âòîðûõ, íåò óñëîâèé íà äàâëåíèå íà ÷àñòè
ãðàíèö îáëàñòè.

Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ uij íà ìíîæåñòâå óçëîâ J2 ìû áóäåì îïðåäåëÿòü èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1), ñ÷èòàÿ åãî òàì âûïîëíåííûì, ïóòåì àïïðîêñèìàöèè åãî
âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî èëè
âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Íà òâåðäûõ ñòåíêàõ BC è AD îòñóòñòâóþò êðàåâûå
óñëîâèÿ íà äàâëåíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(1), âûïîëíåíî è íà ýòèõ ãðàíèöàõ îáëàñòè, òàêæå àïïðîêñèìèðóåì åãî âíóòðü îáëàñòè
ðåøåíèÿ. Â èòîãå ýòè àïïðîêñèìàöèè áóäóò çàìûêàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó, è â ýòîì ñëó÷àå
êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñèñòåìû áóäåò ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

Ò.î. òàêóþ ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ðàçìåðíîñòè m

A(u)u = f, (5)

ãäå

A(u)v = A1(u)v + A2v.

A1u - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîé ÷àñòè èñõîäíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è.A2 - ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ëèíåéíóþ ÷àñòü ýòîé
ñèñòåìû, f - èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, ïîëó÷àåìàÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé. Î÷åâèäíî, ýëåìåíòû
ìàòðèöû A1 ëèíåéíî çàâèñÿò îò êîìïîíåíò âåêòîðà u = (u1, ..., um)

T .
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (4) ðåøàëàñü ìåòîäîì (6), (7) íåïîëíîé àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàëü-

íûõ íåâÿçîê [9]

un+1/2 = un − τn+1[A(u
n)un − f ] (6)

un+1 = un+1/2 + αn+1z
n, n = 0, 1, 2 . . . (7)

ãäå zn = (z1, ..., zm)
T - íåêîòîðûé íåíóëåâîé âåêòîð, u0 - ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëè-

æåíèå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A, τn+1, ëèáî ÷èñëîâîé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð,
ëèáî êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,αn+1 - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èòåðàöèîííûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû αn+1 âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåâÿçîê, òî íîðìà íåâÿçêè ∥rn∥ = ∥A(un)un − f∥ ìîíîòîííî óáûâàåò
è ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îïåðàòîð A(u) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
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ïîçâîëÿåò íàõîäèòü õîòÿ áû îäíî èç ðåøåíèé ðàçíîñòíîé çàäà÷è. Ïîäðîáíåå î ìåòîäå è
ñïîñîáàõ âûáîðà αn+1 ñì. [10].

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîëà ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Íàâüå - Ñòîêñà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òå÷åíèè â ðàçâåòâëÿþùåìñÿ êàíàëå
(ðèñ. 2).

Íà ãðàíèöàõ Γ1 − Γ6 çàäàíû ïîñòîÿííûå ôóíêöèè äàâëåíèÿ p1 − p6 ñîîòâåòñòâåííî, à
òàêæå óñëîâèÿ î íóëåâîé êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè (âåêòîð ñêîðîñòè
ïåðïåíäèêóëÿðåí Γ1 − Γ6).

Ðèñ. 2. Ðàçâåòâëÿþùèéñÿ êàíàë

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (6) - (7) îñòàíàâëèâàëñÿ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ∥rn∥
∥r0∥ ≤ 10−4 ,

ãäå r0 - íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà,rn - íåâÿçêà íà èòåðàöèîííîì øàãå n. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
âûáèðàëîñü íóëåâûì (u0 ≡ 0).

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (6) - (7) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ èñïîëüçóåìûõ
çíà÷åíèé h, v. Îòìåòèì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â êàæäîì ðàñ÷åòå âûïîëíÿåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 0.01%.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà êàðòèíà òå÷åíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ: p1 = p3 =
p5 = p6 = 0.1, p2 = 0, à p4 = 0.095.

Ðèñ. 3. Òå÷åíèå â ðàçâëåòâëÿþùåìñÿ êàíàëå. p1 = p3 = p5 = p6 = 0.1, p2 = 0, Re = 80

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà â ëåâîì íèæíåì îòâåòâëåíèè æèäêîñòü âòåêàåìîé è âûòåêàåìîé
èç îáëàñòè ðåøåíèÿ è ïîýòîìó ïîñòàâèòü êàêîå - ëèáî óñëîâèå íà âåêòîð ñêîðîñòè íà
ãðàíèöå Γ4 êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî.

Ïðàâèëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ìîæíî ïðî-
âåðèòü, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó (1).

3. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Ãëàâíîé ïðîáëåìîé ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà âõîäå è âûõîäå èç
êàíàëà ïîñòàâëåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà äàâëåíèå, à íå íà ñêîðîñòü. Òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåÿâíîé ñõåìû íåîáõîäèìî çàäàòü ñêîðîñòü íà âõîäå è
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âûõîäå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû ïðîäåëüíî - ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäó-
þùèé àëãîðèòì. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òàê êàê íà âõîäàõ è âûõîäàõ êàíàëà íå çàäà¼òñÿ çíà÷åíèå
îäíîé èç êîìïîíåíò , òî òàì ñïðàâåäëèâî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû
(1). Çàòåì àïïðîêñèìèðóåì ýòî óðàâíåíèå âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ. Â íàøåì ñëà÷àå ìû
ýòî äåëàåì ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî òð¼ì òî÷êàì, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íóþ.

Â èòîãå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû äëÿ ïðîãîíêè â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ áóäåò
èìåòü ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Òî åñòü, êðîìå òð¼õ äèàãîíàëåé, â ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðî-
êå ìàòðèöû åñòü ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó. Èñêëþ÷àÿ â ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîêå
ïî îäíîìó ýëåìåíòó ìû ïîëó÷èì òð¼õäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ îáû÷íîé
ïðîãîíêîé. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû êàðòèíû òå÷åíèÿ â ðàçâëåòâë¼ííîì êàíàëå äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðèñ. 5b õàðàêòåðèçóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå

Ðèñ. 4. a) t1 = 0.06; b) t2 = 7.98; c) t3 = 12

Ðèñ. 5. a) t4 = 15.96; b) t5 = 19.74
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