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Исследуется влияние дисперсии на картину поверхностных волн, возникающих
при сходе подводного оползня в ограниченном водоеме. Для описания поверхност-
ных волн используются как полная нелинейно-дисперсионная модель мелкой воды,
так и новые приближенные модели типа Буссинеска для волн, генерируемых ополз-
нями малой высоты или медленно сползающими оползнями. Применяется единый
для всех моделей подход к построению численных алгоритмов, основанный на ап-
проксимации расширенной системы уравнений, состоящей из системы уравнений
гиперболического типа и уравнения эллиптического типа для негидростатической
составляющей давления. Численно исследовано влияние параметров, определяю-
щих геометрию водоема и движение квазидеформируемого оползня, на величины
максимальных заплесков на берег и плотину водохранилища.

Введение

Сход подводного оползня с крутого берегового склона водохранилища ГЭС может сге-
нерировать поверхностные волны, опасные для береговых сооружений и плотины во-
дохранилища. Подводные оползни генерируют более короткие волны [1], чем цунами-
генные землетрясения, поэтому для описания таких волн необходимо учитывать дис-
персию волн, т. е. использовать нелинейно-дисперсионные уравнения (НЛД-уравнения)
[2, 3]. Эти уравнения содержат производные по времени высокого порядка, а также
смешанные производные, поэтому проблема конструирования эффективных численных
алгоритмов для решения НЛД-уравнений не является тривиальной и этой проблеме
уделяется в настоящее время пристальное внимание специалистов по вычислительной
гидродинамике [4 – 7].

Стандартный подход к решению НЛД-уравнений заключается в вычислении полной
глубины из уравнения неразрывности [8, 9], решении системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно двух вспомогательных величин [4], которые исполь-
зуются затем в качестве правых частей для эллиптических уравнений относительно
компонент скорости. В настоящей работе для решения системы НЛД-уравнений пред-
лагается заменить ее расширенной системой уравнений, состоящей из системы урав-
нений гиперболического типа, аналогичной системе уравнений мелкой воды первого
гидродинамического приближения и отличающейся от последней лишь правой частью,
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и уравнения эллиптического типа для осредненной по глубине дисперсионной составля-
ющей давления. Этот подход к конструированию численных алгоритмов применяется
здесь как для полных НЛД-уравнений, так и для новых приближенных моделей типа
Буссинеска [10], описывающих поверхностные волны, генерируемые оползнями малой
высоты или медленно сползающими оползнями.

Настоящая работа является продолжением исследований [11 – 13], посвященных изу-
чению влияния дисперсии на картину генерируемых оползнем поверхностных волн в
прибрежной акватории морей. В отличие от указанных работ, здесь рассматриваются
оползни в ограниченном водоеме. Детально исследовано влияние параметров, опреде-
ляющих геометрию водоема и движение квазидеформируемого оползня [14] по неровно-
му склону, на величины максимальных заплесков на берег и плотину водохранилища.
Выполнено сравнение с численными результатами, полученными по бездисперсионной
модели мелкой воды [15] и модели потенциальных течений [16], а также с имеющи-
мися экспериментальными данными [17 – 19] для модельных оползней, движущихся по
плоскому откосу.

1. Нелинейно-дисперсионные уравнения мелкой воды

Пусть слой несжимаемой жидкости ограничен снизу подвижным дном, заданным функ-
цией z = −h(x, y, t), а сверху — свободной границей, описываемой функцией z =
η(x, y, t), где t — время, x, y, z — координаты точки в декартовой системе коорди-
нат Oxyz, ось Oz которой направлена вертикально вверх, а координатная плоскость
Oxy совпадает с невозмущенной свободной поверхностью.

В приближенных моделях мелкой воды искомыми величинами обычно являются
полная глубина слоя жидкости H = η + h и вектор скорости u = (u, v), связанный
каким-либо образом с вектором скорости трехмерного течения. Если в качестве u ис-
пользовать осредненную по глубине горизонтальную составляющую вектора скорости
трехмерного течения, то уравнение неразрывности приближенной модели принимает
следующий вид:

Ht +∇ · (Hu) = 0, (1)

где ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), ∇ · u = ux + vy.
В полной НЛД-модели [2] имеет место квадратичная зависимость давления p от

вертикальной координаты:

p = g
[
H − (z + h)

]
−
[(
H − (z + h)

)
R2 +

(
H2

2
− (z + h)2

2

)
R1

]
, (2)

где g — ускорение свободного падения,

R1 = D (∇ · u)− (∇ · u)2 , R2 = D2h , (3)

D — оператор полной производной, D = ∂/∂t+u · ∇. Если через P обозначить среднее
по толщине слоя давление (2)
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1
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то уравнение движения НЛД-модели примет следующий вид [3]:

ut + (u · ∇)u+
∇ (HP )

H
= q∇h, (5)

при этом

q =
1

H
p
∣∣∣
z=−h

= g −
(
H

2
R1 +R2

)
. (6)

В отличие от классических уравнений мелкой воды в уравнения движения (5) вхо-
дят смешанные производные по времени и пространственным переменным от компонент
вектора скорости, что осложняет построение численного алгоритма. Избавимся от этих
смешанных производных, введя дополнительную зависимую переменную — дисперси-
онную составляющую

φ =
H3

3
R1 +

H2

2
R2 (7)

давления p, проинтегрированного по толщине слоя, и добавив к исходным уравнениям
(1), (5) уравнение относительно новой зависимой переменной φ:

∇ ·
(
∇φ
H

− (∇φ · ∇h)∇h
Hr

)
− 6φ

(
2

H3

r − 3

r
+∇ ·

( ∇h
H2r

))
= F, (8)

где

F = ∇ ·
(
g∇η + R∇h

r

)
− 6R

Hr
+ 2 (∇ · u)2 − 2∇u×∇v,

R = −g∇η · ∇h+ u ·
(
(u · ∇)∇h

)
+B, B = htt + 2 (u · ∇ht) , r = 4 + |∇h|2

и использована бинарная операция для двумерных векторов, обозначенная так же, как
операция векторного произведения трехмерных векторов. Результатом действия этой
операции на векторы ∇u, ∇v будет скаляр, определяемый по формуле ∇u × ∇v =
uxvy − uyvx.

Итак, расширенная система НЛД-уравнений (далее NLD-модель) состоит из урав-
нения неразрывности (1), уравнения движения

ut + (u · ∇)u+ g∇H = g∇h+
∇φ− ψ∇h

H
(9)

и уравнения (8) относительно дисперсионной составляющей φ проинтегрированного по
глубине давления, при этом функция ψ вычисляется по формуле

ψ =
1

r

(
6φ

H
+HR +∇φ · ∇h

)
. (10)

Алгоритм расчета на произвольном шаге по времени с номером n аналогичен опи-
санному в [16] и состоит из двух шагов . На шаге предиктор сначала решается конечно-
разностное уравнение, аппроксимирующее (8). Коэффициенты уравнения вычисляются
по известным значениям Hn и un с n-го слоя по времени. Затем решается гиперболиче-
ская система уравнений (1), (9), при этом в правой части уравнения движения исполь-
зуются уже известные значения φn, ψn, Hn и hn. После этого вновь численно решается
уравнение (8) с использованием величин H∗ и u∗, вычисленных на предикторе. Найден-
ные на этом этапе значения φ∗ и ψ∗ используются на шаге корректор для определения
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окончательных значений Hn+1 и un+1 путем численного решения системы уравнений
гиперболического типа, состоящей из уравнения неразрывности (1) и уравнения дви-
жения (9), записанного с дивергентной формой левой части:

(Hu)t +∇ · (Huu) + g∇H2

2
= gH∇h+∇φ− ψ∇h. (11)

Достоинством NLD-модели является то, что система уравнений (1), (8), (9) допус-
кает при численном решении расщепление на эллиптическую и гиперболическую ча-
сти, что позволяет использовать для каждой из частей хорошо изученные алгоритмы.
Уравнение (8) является равномерно эллиптическим, и если коэффициент при φ поло-
жителен, то для нахождения численного решения этого уравнения можно построить
разностные схемы с положительно определенными операторами и использовать быстро
сходящиеся итерационные методы решения уравнений эллиптического типа с перемен-
ными коэффициентами. Левые части уравнений движения (9), (11) совпадают с левыми
частями системы уравнений мелкой воды первого гидродинамического приближения,
поэтому для численного решения гиперболической части (1), (9), (11) используется схе-
ма предиктор-корректор [21 – 23], хорошо зарекомендовавшая себя при исследовании
волновых процессов в рамках бездисперсионной модели мелкой воды [24].

2. Слабо дисперсионные уравнения мелкой воды

При выводе НЛД-уравнений (1), (5) предположение о малости амплитуды волн не ис-
пользовалось. Приведем теперь приближенные НЛД-уравнения для волн малой ампли-
туды, допускающие, в отличие от классических уравнений Буссинеска [25, 26], в каче-
стве своего следствия закон баланса полной энергии [10]. В слабо дисперсионной модели
(NLWD-модели) мы имеем систему уравнений гиперболического типа (1), (11) и моди-
фицированное равномерно эллиптическое уравнение для дисперсионной составляющей
давления с более низкой, чем в (8), степенью нелинейности функции H в коэффициен-
тах и правой части:

∇ ·
(
∇φ
H

− (∇φ · ∇h)∇h
Hr

)
− 6φ

(
2

Hh2
r − 3

r
+∇ ·

( ∇h
Hhr

))
= F, (12)

где

F = ∇ ·
(
g∇η + R∇h

r

)
− 6R

hr
+ (∇ · u)2 − (∇ · u) Dh

h
− 2∇u×∇v,

при этом

ψ =
1

r

(
6φ

h
+HR +∇φ · ∇h

)
. (13)

Таким образом, структура уравнений NLD-модели сохраняется и в случае слабо
дисперсионной модели, поэтому описанный выше алгоритм численного решения полных
НЛД-уравнений используется и для решения задач в рамках NLWD-модели.

Уравнения слабо дисперсионных течений над слабо деформируемым дном получа-
ются [10] из уравнений NLWD-модели при дополнительном предположении о слабой
изменчивости дна во времени

h(x, y, t) = h0(x, y) + εh1(x, y, t) , (14)
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где ε — мало [26]. В этой модели (NLWDB-модели) уравнение неразрывности (1) оста-
ется прежним, уравнение движения принимает вид

(Hu)t +∇ · (Huu) + g∇H2

2
= gH∇h+∇φ− ψ∇h0, (15)

а уравнение для φ модифицируется к следующему:

∇ ·
(
∇φ
H

− (∇φ · ∇h0)∇h0
Hr

)
− 6φ

(
2

Hh20

r − 3

r
+∇ ·

( ∇h0
Hh0r

))
= F, (16)

где

F = ∇ ·
(
g∇η + R∇h0

r

)
− 6R

h0r
+ (∇ · u)2 − (∇ · u) Dh0

h0
− 2∇u×∇v, (17)

ψ =
1

r

(
6φ

h0
+HR +∇φ · ∇h0

)
, R = −g∇η · ∇h0 + u ·

(
(u · ∇)∇h0

)
, r = 4 + |∇h0|2 .

Отметим, что в формуле (17) выражение Dh0 можно заменить на u ·∇h0, поскольку
функция h0(x, y) от времени не зависит, однако мы сохранили прежнее обозначениеDh0,
чтобы была яснее видна преемственность моделей в рассматриваемой здесь иерархии
НЛД-моделей.

Подчеркнем главную особенность двух используемых нами слабо дисперсионных
моделей типа Буссинеска: это наличие адекватных физике законов изменения энергии
и дивергентная форма записи левых частей всех уравнений.Эти упрощенные модели
сохраняют очень важные физические свойства полных НЛД-моделей, которые, в свою
очередь, наследуют эти свойства у трехмерных моделей гидродинамики. Это обстоя-
тельство выгодно отличает используемые в настоящей работе модели от других хорошо
известных моделей типа Буссинеска (например, [25 – 27]).

3. Результаты расчетов

Разработанные алгоритмы применялись для моделирования поверхностных волн, гене-
рируемых оползнем пространственной формы, скользящим по пространственно неодно-
родному подводному склону модельного водоема (рис. 1, a), геометрия которого описана
в работе [14]. На этом же рисунке показана траектория движения оползня, свидетель-
ствующая о том, что оползень, смещаясь по крутому склону в сторону увеличения
глубин, по инерции поднимается на локальное возвышение дна, и далее, резко меняя
направление движения, сползает с этого возвышения вниз. При варьировании парамет-
ров, определяющих характеристики оползневого материала и дна, могут получаться
довольно сложные траектории движения оползня, особенно при малом трении о дно.

Для выяснения влияния дисперсии на картину генерируемых волн их сравнитель-
ное моделирование выполнялось на основе модели трехмерных потенциальных тече-
ний, полной и приближенных плановых нелинейно-дисперсионных моделей и плановой
нелинейной модели мелкой воды первого приближения. Некоторые результаты изоб-
ражены на рис. 1 в виде поверхности воды в один и тот же момент времени. Видно,
что NLD-модель дает систему диспергирующих волн. Такая же картина получается при
применении модели потенциальных течений. Напротив, расчеты по плановой бездиспер-
сионной модели мелкой воды показывают, что в рамках этой модели образуются ярко
выраженные одиночные волны, которые движутся к берегу с бо́льшей скоростью, чем
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Рис. 1. Траектория движения оползня по неровному дну водоема (a) и фрагменты графиков
свободной поверхности z = η(x, y, t) в момент времени t = 10 с, полученные в расчете по
NLD-модели (b) и по плановой модели мелкой воды (c)

сгенерированные дисперсионные волны в NLD-модели и, как следствие, дают несколько
бо́льшие значения максимальных заплесков. Общим для всех моделей является обра-
зование над оползнем отрицательной волны и двух положительных “всплесков” над
передним и задним его фронтами, которые сопровождают оползень во время его дви-
жения и исчезают через некоторое время после его остановки. Несмотря на отличие
волновых картин, воспроизводимых различными математическими моделями, макси-
мальные значения заплесков на берег оказались для них сопоставимыми в довольно
широких диапазонах изменения определяющих параметров. Установлено также, что из
всех параметров, входящих в уравнение движения оползня, наиболее существенно на
величину максимального заплеска влияют размеры оползня, его плотность и началь-
ное заглубление, т. е. параметры, которые нетрудно оценить при натурных измерениях.
Кроме того, проведенные вычислительные эксперименты доказывают, что криволиней-
ность склона оказывает существенно влияние на движение оползня и, как следствие,
на величины максимальных заплесков.

Выполнено также исследование величин заплесков на плотину ГЭС при сходе ополз-
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Рис. 2. Сетка в начальный момент времени для расчета в рамках модели потенциальных
течений жидкости (a) и мареограммы на плотине водохранилища при использовании NLD-
модели (1), модели потенциальных течений (2) и бездисперсионной модели мелкой воды (3)
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ня со склона водохранилища с формой дна, не зависящей от одной из горизонтальных
координат. Дно модельного водоема имело параболическую форму в месте начального
расположения оползня и являлось горизонтальным в окрестности плотины (рис. 2, a).
Эта задача решалась в рамках одномерной бездисперсионной модели мелкой воды, трех
указанных выше нелинейно-дисперсионных моделей, а также модели плоскопараллель-
ных потенциальных течений жидкости. Показано, что хотя классическая модель мелкой
воды дает иную форму приходящей к плотине волны (рис. 2, b), тем не менее вертикаль-
ные заплески, предсказываемые этой моделью, согласуются с результатами расчетов по
более точным моделям.

На рис. 3 демонстрируется сравнение результатов расчетов, полученных на основе
разных НЛД-моделей. Графики на левом и среднем рисунке получены для случая дви-
жения оползня большой высоты (T = 10 м). Угол трения θ∗ был равен 5◦. Из рис. 3, а
видно, что NLWD-модель дает в рассматриваемой задаче практически неотличимые
от полной NLD-модели результаты. Поэтому использование здесь слабо дисперсионной
модели может оказаться вполне оправданным, поскольку разработанный для нее чис-
ленный алгоритм имеют большую устойчивость из-за понижения степени нелинейности
в некоторых членах уравнения (12) по сравнению с уравнением (8) для NLD-модели.
Напротив, результаты, полученные на основе NLWDB-модели для слабо деформируе-
мого дна уже сильно отличаются от тех, что получены по NLD-модели (см. рис. 3, b).
Хорошее соответствие наблюдается только при условии действительно слабой дефор-
мации дна, что видно из рис. 3, c, полученного при T = 1 м и области вдвое длиннее
той, что изображена на рис. 2, a.
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Рис. 3. Мареограммы, рассчитанные на основе NLD-модели (1) и приближенных НЛД-моделей
(2). a — NLWD-модель, в центре и справа — NLWDB-модель в случае оползня большой высоты
(b) и малой высоты (c)
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