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Ââåäåíèå

Áîëåå 110 ëåò çàäà÷à Ñòåôàíà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. C.
Vuik 1 ïðèâîäèò ñëåäóþùèå äàííûå î ñðåäíåì ÷èñëå ïóáëèêàöèé, ïîñâÿ-
ùåííûõ çàäà÷å Ñòåôàíà, çà ãîä:

Ïåðèîä Ñðåäíåå ÷èñëî ïóáëèêàöèé çà ãîä

1931 - 1940 0.1
1941 - 1950 1.8
1951 - 1960 4
1961 - 1970 7.8
1971 - 1980 23.3
1981 - 1982 55

Òàêàÿ àêòèâíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ êàê âûñîêîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è Ñòåôàíà
äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, òàê è áîëüøîé ïðàêòè÷åñêîé
çíà÷èìîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è Ñòåôàíà îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÿâëå-
íèé è ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè, òàêèõ, êàê òàÿíèå
ëüäà, êðèñòàëëèçàöèÿ ðàñïëàâîâ, ñâàðêà è äðóãèå.

Ñëîæíîñòü çàäà÷è Ñòåôàíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äâèæóùàÿñÿ ãðà-
íèöà äåëàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé íàìíîãî áîëåå òðóäíûì, ÷åì ðåøåíèå òåõ
æå ñàìûõ óðàâíåíèé â îáëàñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíèöàìè [1]. Ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà â ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ, êàê ïðàâèëî, íåâûñîêà
(äëÿ òàÿíèÿ ëüäà, íàïðèìåð, ïîðÿäêà 10−3 ì/ñ), â òî æå âðåìÿ âáëèçè

1Vuik C. Some historical notes about the Stefan problem // Nieuw Archief voor
Wiskunde, 4e serie. 1993. Ò. 11, � 157-167. Ñ. 5�9
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ôðîíòà ãðàäèåíò ðåøåíèÿ îáû÷íî çíà÷èòåëåí, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü â àäàïòèâíûõ ñåòêàõ äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà òàêèõ îñîáåííîñòåé.
Îäíàêî ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé ñåòêè äëÿ âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíîé ïðîöåäóðîé, â òî âðåìÿ êàê ïåðåðàçáè-
åíèå òîëüêî îáëàñòè âáëèçè ôðîíòà ñ ñîõðàíåíèåì êîíôîðìíîñòè ìîæåò
ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ¾ïëîõèõ¿ ýëåìåíòîâ. Åñòåñòâåííîå æåëàíèå -
îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ýëåìåíòîâ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòå-
ôàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, êîãäà îáëàñòü âáëèçè ôðîíòà òðèàíãó-
ëèðóåòñÿ îòäåëüíî è íàêëàäûâàåòñÿ íà ôèêñèðîâàííóþ ¾áàçîâóþ¿ ñåòêó.
Äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíôîðìíûé ìåòîä êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ âíå îáëàñòè ôðîíòà â ñî÷åòàíèè ñ ðàçðûâíûì ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà âáëèçè ôðîíòà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðà-
áîòàòü ñ íåñîãëàñîâàííûìè ñåòêàìè, îñòàâëÿÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû
ïðèåìëåìûìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà òàê æå íåîáõîäèì àëãîðèòì
îïðåäåëåíèÿ ïîçèöèè ôðîíòà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè; áûë âûáðàí
àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå ïðîá (trial method).
Äåòàëè áîëåå ïîäðîáíî áóäóò ðàññìîòðåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ.

1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà

1.1 Çàäà÷à Ñòåôàíà

Ðàññìîòðèì äâóõôàçíóþ çàäà÷ó Ñòåôàíà. Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíû
ïîäîáëàñòè Ωl è Ωs, çàïîëíåííûå æèäêîé è òâåðäîé ôàçàìè ñîîòâåò-
ñòâåííî, Ωl ∪ Ωs = Ω . Òåìïåðàòóðà æèäêîé è òâåðäîé ôàç â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà Tl(0) è Ts(0), ñîîòâåòñòâåííî. Íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè Ω ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà Tg = Tg(x). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ìîæåò áûòü çàïèñàíà:

ρici
∂T

∂t
− div (Kiġrad (T )) = 0, i = {l, s}, (1)

T (x, t0) =

{
Tl(x, 0) x ∈ Ωl

Ts(x, 0) x ∈ Ωs
(2)

T (t)|∂Ω = Tg (3)

Tl|Γint = Tl|Γint = Ttransf (4)

ρvnL =

(
Kl
∂Tl
∂n
−Ks

∂Ts
∂n

)Γint

(5)
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Çäåñü ρl, ρs, cl, cs, Kl, Ks - ïëîòíîñòü, òåïëîåìêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü
æèäêîé è òâåðäîé ôàç ñîîòâåòñòâåííî, Γint - ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç, L -
ñêðûòàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà, Ttransf - òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòè ôàç íå ñëèøêîì îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîäåëü áóäåò íå òî÷íà èç-çà òîãî, ÷òî ñêà-
÷îê ïëîòíîñòè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå âûçûâàåò êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ
[2]. Óñëîâèå èçîòåðìè÷íîñòè (4) çàäàåò òåìïåðàòóðó íà ãðàíèöå ðàçäåëà
ôàç ðàâíîé òåìïåðàòóðå ôàçîâîãî ïåðåõîäà, óñëîâèå (5) (óñëîâèå Ñòå-
ôàíà) - ïîãëîùåíèå èëè âûäåëåíèå ýíåðãèè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå. Â
óñëîâèè Ñòåôàíà n - âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå Γint, vn îáîçíà÷àåò íîð-
ìàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè ôðîíòà.

Äëÿ çàäà÷è (1) - (5), çàäàííîé â îäíîìåðíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëà-
ñòè, ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (6) - (7): [3]

T (x, t) =


−

Tlerfc

(
α√
kl

)
2−erfc

(
α√
kl

) +
Tlerfc

(
x−ξ(t0)
2
√
klt

)
2−erfc

(
α√
kl

) , x < ξ(t),

Ts −
Tserfc

(
x−ξ(t0)
2
√
kst

)
2−erfc

(
α√
kl

) , x ≥ ξ(t),

(6)

ξ(t) = ξ(t0) + 2α
√
t, (7)

ãäå ki = Ki
ρici

, i = {l, s}, α îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8):

α =

√
ks√
πL

Ts

erfc
(

α√
ks

)e−α2ks +

√
kl√
πL

Tl

2− erfc
(

α√
kl

)e−α2kl (8)

1.2 Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ áûë âûáðàí ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà.
Îñíîâíîé åãî èäååé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) âìå-
ñòî H1(Ω), êàê â êëàññè÷åñêîì ÌÊÝ. Êàê ñëåäñòâèå, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì èñïîëüçîâàíèå ðàçðûâíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, ÷òî óïðîùàåò ðàáîòó
ñ íåñîãëàñîâàííûìè ñåòêàìè, â òîì ÷èñëå ñîäåðæàùèìè ýëåìåíòû ðàç-
íûõ ôîðì, è ðåàëèçàöèþ hp-ñòðàòåãèè. Äëÿ ó÷åòà òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè
ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ îñîáûå îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â âàðèàöèîííóþ ïî-
ñòàíîâêó (òàê íàçûâàåìûå ÷èñëåííûå ïîòîêè). Âûâîä âàðèàöèîííîé ïî-
ñòàíîâêè ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çà-
äà÷è ïîäðîáíî îïèñàí â [4], çäåñü æå áóäåò ïðèâåäåíà óæå ãîòîâàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà NIPG-ìåòîäà, ìîäèôèöèðîâàííàÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ.

3



Äëÿ íà÷àëà, ââåäåì ðàçáèåíèå τh = {Ki} îáëàñòè Ω íà ýëåìåíòû
Ki,

⋃m
i=1Ki = Ω. Îïðåäåëèì äâà ïðîñòðàíñòâà:

V = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P (K)}, (9)

Ξ = {τ ∈ [L2(Ω)]n : τ |K ∈ Ξ(K)}, (10)

ãäå P (K),Ξ(K) - ïðîñòðàíñòâà ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ôóíêöèé ñîîò-
âåòñòâåííî, îïðåäåëåííûõ íà ýëåìåíòå K, n - ðàçìåðíîñòü îáëàñòè Ω.
Òåïåðü ââåäåì ÷èñëåííûå ïîòîêè û è σ̂:

û : H1(K)→
∏
K∈Ω

L2(∂K) (11)

σ̂ : [H1(K)]n →
[ ∏
K∈Ω

L2(∂K)

]n
. (12)

Êîíêðåòíûé âèä ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè ìåòîäà è áó-
äåò îïðåäåëåí äàëåå.

Òåïåðü ââåäåì îïåðàòîðû ñêà÷êà è ñðåäíåãî [4]. Ïóñòü e - âíóòðåí-
íåå ðåáðî, ðàçäåëÿþùåå ýëåìåíòû K+ è K−, è ïóñòü n+, n− - âíåøíèå
íîðìàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ýëåìåíòàì. Òîãäà äëÿ φ ∈ V, τ ∈ Ξ:

{φ} =
φ+ + φ−

2
[φ] = φ+n+ + φ−n−

{τ} =
τ+ + τ−

2
[τ ] = φ+ · n+ + φ− · n−

Ïðåæäå ÷åì çàïèñàòü âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1),
íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêîé-ëèáî ñõåìîé äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìå-
íè, íàïðèìåð, äâóñëîéíîé íåÿâíîé ñõåìîé. Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü (1)
êàê:

ρici
T (n+1)

∆h
− div

(
Kiġrad

(
T (n+1)

))
= ρici

T (n)

∆h
, i = {l, s}, (13)

ãäå T (n+ 1), T (n) îáîçíà÷àþò ðåøåíèå íà n+ 1 è n âðåìåííîì ñëîÿõ ñî-
îòâåòñòâåííî, ∆h - øàã ïî âðåìåíè. Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ çàïèñè âàðèà-
öèîííîé ïîñòàíîâêè ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, êàê îíà ïðèâîäèòñÿ
â [4]: íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ T ∈ V , ÷òî ∀v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:∫

Ω
ρici

T (n+1)

∆h
· vdΩ +

∫
Ω
Ki5 T (n+1) · 5vdΩ +

+
∫

Γ

(
[û− T (n+1)]{Ki · 5v} − {σ̂} · [v]

)
ds+ (14)

+
∫

Γ0

(
{û− T (n+1)}[Ki · 5v]− [σ̂] · {v}

)
ds =

∫
Ω
ρici

T (n)

∆h
· vdΩ
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Çäåñü Γ - ìíîæåñòâî ãðàíèö ýëåìåíòîâ, âêëþ÷àÿ âíóòðåííèå, Γ0 = Γ/∂Ω.
Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè íåîáõî-

äèìî çàäàòü âèä ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ û è σ̂. Áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü
÷èñëåííûå ïîòîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäó NIPG [4]:

û = {T}+ nK · [T ]

σ̂ =


{
5T (n+1)

}
− aj

(
[T (n+1)]

)
íà Γ

5T (n+1) − aj
(
[T (n+1)]

)
íà Γjump

,

ãäå Γjump îáîçíà÷àåò ãðàíèöó, íà êîòîðîé çàäàí ñêà÷îê ïîòîêà, îïåðàòîð
a(φ) = mu

h
φ, µ - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà îêîí÷àòåëüíàÿ âàðèàöèîí-

íàÿ ïîñòàíîâêà ïðèìåò âèä: íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ T ∈ V , ÷òî ∀v ∈ V
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

Ω
ρici

T (n+1)

∆h
· vdΩ +

∫
Ω
Ki5 T (n+1) · 5vdΩ +

+
∫

Γ

(
[û− T (n+1)]{Ki · 5v} − {Ki · 5T (n+1)} · [v]

)
ds+ (15)

+
µ

h

∫
Γ0

(
[T (n+1)] · [v]

)
ds =

∫
Ω
ρici

T (n)

∆h
· vdΩ

Â ôîðìóëå (15) ñëàãàåìîå µ
h

∫
Γ0

([T ] · [v]) ds âûïîëíÿåò ðîëü ñòàáèëèçà-
òîðà, òî åñòü óëó÷øàåò õàðàêòåðèñòèêè ñõåìû, â ÷àñòíîñòè, òî÷íîñòü
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ [5].

1.3 Íåñîãëàñîâàííûå ñåòêè

Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî ó÷èòûâàòü íåêîí-
ôîðìíîñòü ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ çäåñü îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ñëàãàåìûì

∫
Γ

(
[û− T (n+1)]{Ki · 5v} − {Ki · 5T (n+1)} · [v]

)
ds,

â òî âðåìÿ êàê îò áàçèñíûõ ôóíêöèé ñîãëàñîâàííîñòü íå òðåáóåòñÿ. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñîãëàñîâàííûå ñåòêè, ýëåìåíòû êîòîðûõ íå íà-
êëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà, òîãäà íåêîíôîðìíîñòü áóäåò ñâÿçàíà òîëüêî
ñ ¾âèñÿ÷èìè óçëàìè¿. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àääèòèâíîñòüþ êðèâîëè-
íåéíîãî èíòåãðàëà è ïðåäñòàâèòü ðåáðà, ñîäåðæàùèå âèñÿ÷èå óçëû, â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ðåáåð, îáðàçîâàííûõ âåðøèíàìè èñõîäíîãî ðåáðà è
âèñÿ÷èìè óçëàìè (óñëîâèìñÿ íàçûâàòü èõ ¾àòîìàðíûìè ðåáðàìè¿), êàê
ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 1.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ðåáðà ñåòêè àòîìàðíûå, ðàçðûâíûé ìåòîä Ãà-
ëåðêèíà íå òðåáóåò ìîäèôèêàöèè äëÿ ðàáîòû ñ íåêîíôîðìíûìè ýëåìåí-
òàìè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ¾àòî-
ìàðíûõ ðåáåð¿ èç ìíîæåñòâà ðåáåð èñõîäíîé ñåòêè. Òàêîé àëãîðèòì áûë
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ íà ¾àòîìàðíûå ðåáðà¿

ïîñòðîåí àâòîðîì ðàáîòû è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ðåáåð, ñîäåðæàùèõ
¾âèñÿ÷èå óçëû¿, è ðàçáèåíèþ èõ íà äâà íîâûõ ðåáðà. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî èòîãîì ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà è áóäåò ìíîæåñòâî ¾àòîìàðíûõ
ðåáåð¿. Äëÿ áûñòðîãî ïîèñêà ðåáðà, ñîäåðæàùåãî òðåáóåìóþ âåðøèíó,
íà ýëåìåíòû èñõîäíîé ñåòêè íàêëàäûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà. Áîëåå
ïîäðîáíî àëãîðèòì èçëîæåí íèæå.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà àòîìàðíûõ ðåáåð

Èñõîäíûå äàííûå: ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ R, ìíîæåñòâî ðåáåð E.

1. Íàëîæèòü íà îáëàñòü Ω ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó Rq.

2. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E:

(a) íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê rLL òàêîé, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà (x0, y0)
ðåáðà e ïðèíàäëåæèò rLL;

(b) íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê rUR òàêîé, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà (x1, y1)
ðåáðà e ïðèíàäëåæèò rUR;

(c) äëÿ âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â îáëàñòè ìåæäó rLL è rUR îòìåòèòü
ðåáðî e êàê ïåðåñåêàþùåå äàííûå ïðÿìîóãîëüíèêè.

3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû p = (xp, yp) ñåòêè R:

(a) íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê rp, ñîäåðæàùèé âåðøèíó p;

(b) äëÿ âñåõ ðåáåð e, ïåðåñåêàþùèõ rp, åñëè p ∈ e, è p íå ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé e, òîãäà:

i. ðàçáèòü e íà ðåáðà e1 = [(x0, y0), (xp, yp)] è e2 = [(xp, yp), (x1, y1)];

ii. îòìåòèòü âñå ýëåìåíòû K ∈ R, p ∈ K êàê âîçìîæíûõ âëà-
äåëüöåâ e1 è e2;

iii. èñêëþ÷èòü èç ìíîæåñòâà ðåáåð E ðåáðî e, âêëþ÷èòü â íåãî
e1, e2;
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iv. Äëÿ e1, e2:

A. íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê rLL òàêîé, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà
(x0, y0) ðåáðà e ïðèíàäëåæèò rLL;

B. íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê rUR òàêîé, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà
(x1, y1) ðåáðà e ïðèíàäëåæèò rUR;

C. äëÿ âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â îáëàñòè ìåæäó rLL è rUR
îòìåòèòü ðåáðî e êàê ïåðåñåêàþùåå äàííûå ïðÿìîóãîëü-
íèêè.

4. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà K ∈ R, îòìå-
÷åííîãî êàê âëàäåëåö e, åñëè e 6∈ K, òî èñêëþ÷èòü K èç âëàäåëüöåâ
e.

5. Ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç àòîìàðíûõ ðåáåð.

2 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîçèöèè ôðîíòà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîçèöèè ôðîíòà íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå áûë âû-
áðàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïðîá (trial method) [6]. Ýòî èòåðà-
òèâíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè îäíîãî èç óñëîâèé (4)-(5)
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3), â òî âðåìÿ êàê îñòàâøååñÿ óñëîâèå èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè íàõîæäåíèÿ ïîçèöèè ôðîíòà è åå îáíîâ-
ëåíèÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè. Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ïîíÿòíîñòü, à òàê æå îòñóòñòâèå ïðèâÿçêè ê êîíêðåòíîìó âèäó
çàäà÷è Ñòåôàíà, êàê â ìåòîäå ýíòàëüïèè, èëè íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé, êàê â ìåòîäå ôàçîâîãî ïîëÿ. Íåäîñòàòîê ìå-
òîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îòñëåæèâàòü äâèæåíèå ôðîíòà íåîáõîäèìî
ÿâíûì îáðàçîì, ÷òî ìîæåò ñîçäàòü òðóäíîñòè â ñëó÷àå ñëîæíîé ãåîìåò-
ðèè.

Êàêîå èç óñëîâèé (4)-(5) âûáðàòü äëÿ ðåøåíèÿ, à êàêîå äëÿ êîíòðî-
ëÿ - âîïðîñ, îñòàâëÿåìûé íà óñìîòðåíèå èññëåäîâàòåëÿ, òðàäèöèîííî â
êà÷åñòâå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ (4), óñëîâèÿ êîíòðîëÿ - (5) [7].
Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî âûáîðà íåîáõîäèìî êîíòðîëè-
ðîâàòü, ÷òî ìåòîä ðåøåíèÿ íå òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà íà ãðàíèöå
èíòåðôåéñà Γint. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà èñêëþ-
÷àþòñÿ ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå çà ðåáðà e ∈ Γint, à êëàññè÷åñêèé ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ òðåáóåò íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) â ïîä-
îáëàñòÿõ Ωl è Ωs.
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Ðèñ. 2: Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, çàäà÷à âîäà - ëåä. t = 20 c.

3 Íåñîãëàñîâàííàÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåñîãëàñîâàííîé àäàïòèâíîé ñåòêè ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ðåøåíèå ñèëüíî ìåíÿåòñÿ òîëüêî â îáëàñòè, áëèç-
êîé ê ôðîíòó, è ñëàáî â îáëàñòÿõ, äàëåêèõ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç (ñì.
ðèñóíîê 2).

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá. Ñíà÷àëà ñòðîèëàñü òàê
íàçûâàåìàÿ áàçîâàÿ ñåòêà ñ ðàâíîìåðíûìè, äîñòàòî÷íî êðóïíûìè ýëå-
ìåíòàìè. Çàòåì êàæäûé ðàç, êîãäà áûëî íåîáõîäèìî ïåðåñòðîèòü òðè-
àíãóëÿöèþ èç-çà èçìåíåíèÿ ïîçèöèè ôðîíòà, íà áàçîâóþ ñåòêó íàêëà-
äûâàëàñü ëèíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîçèöèè èíòåðôåéñà (ðèñóíîê 3), è
îòìå÷àëèñü âñå ýëåìåíòû ñåòêè, ëåæàùèå íà ðàññòîÿíèè ∆ îò ýòîé ëè-
íèè (ðèñóíîê 4). Çàòåì âíåøíèå ðåáðà îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ (òî åñòü
ðåáðà, ëåæàùèå íà ãðàíèöå îáëàñòè ëèáî ðàçäåëÿåìûå îäíîâðåìåííî
îòìå÷åííûì è íåîòìå÷åííûì ýëåìåíòàìè), îáúåäèíÿëèñü â ìíîæåñòâî
¾âíåøíèõ ðåáåð¿ è îïðåäåëÿëîñü êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, îá-
ðàçóåìûõ ¾âíåøíèìè ðåáðàìè¿. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü
íàëè÷èÿ îäíîãî (èíòåðôåéñ - íåçàìêíóòàÿ ëèíèÿ) èëè äâóõ (èíòåðôåéñ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ ëèíèþ) êîíòóðîâ. Â ñëó÷àå îäíîãî êîí-
òóðà, òðèàíãóëèðîâàëàñü îáëàñòü âíóòðè íåãî, â ñëó÷àå äâóõ - îáëàñòü
ìåæäó íèìè. Ïîëó÷åííàÿ ìåëêàÿ ñåòêà íàêëàäûâàëàñü íà ìåñòî îòìå-
÷åííûõ ýëåìåíòîâ, à òå, ñîîòâåòñòâåííî, óäàëÿëèñü (ðèñóíîê 5).

Ïîëó÷åííàÿ íåñîãëàñîâàííàÿ ñåòêà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1)-(3).
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Ðèñ. 3: Áàçîâàÿ ñåòêà ñ íàëîæåííîé ëèíèåé èíòåðôåéñà.

Ðèñ. 4: Îòìå÷åííûå ýëåìåíòû â îáëàñòè âîêðóã èíòåðôåéñà

Ðèñ. 5: Èòîãîâàÿ íåñîãëàñîâàííàÿ ñåòêà

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

4.1 Âåðèôèêàöèÿ

Äëÿ âåðèôèêàöèè ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà èñïîëüçîâàëàñü äâóìåð-
íàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäàííàÿ â îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíà
íåñîãëàñîâàííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ (ðèñóíîê 6). Ïðîâåðÿëàñü ñêîðîñòü ðàáî-
òû àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ¾àòîìàðíûõ ðåáåð¿ â ñðàâíåíèè ñ
àëãîðèòìîì, îñíîâàííîì íà ïîëíîì ïåðåáîðå, è ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷àåìî-
ãî ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü êâàäðàòè÷íûå áàçèñíûå ôóíêöèè, µ = 100.
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2. Êàê âèäíî, ïðåäëîæåííûé àë-
ãîðèòì ðàáîòàåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòì íà îñíîâå ïîëíîãî
ïåðåáîðà, è èìååò ïîðÿäîê ñëîæíîñòè, áëèçêèé ê O(n·ln(n)). Êðîìå òîãî,
íåñîãëàñîâàííîñòü ñåòêè ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

4.2 Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ âûáîðà êîíòðîëèðóþùåãî óñëîâèÿ íà àëãî-
ðèòì ìåòîäà ïðîá áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íà îäíîìåðíîé çàäà-
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Ðèñ. 6: Òåñòîâàÿ íåñîãëàñîâàííàÿ ñåòêà

Òàáëèöà 1: Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà

Òàáëèöà 2: Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè (êâàäðàòè÷íûé áàçèñ)

÷å ¾ëåä-âîäà¿. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áûëè çàäàíû Kl =

0.56 Âò
ì·Ê , ρl = 1000êã/ì3, cl = 4200 Äæêã·Ê,Ks = 2.2 Âò

ì·Ê , ρs = 916.7êã/ì3, cs =

2100 Äæêã·Ê, L = 330000 Äæ. Êîýôôèöèåíò α = 4.32362 · 10−6 Ðàñ÷åòíàÿ
îáëàñòü ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 7.

Ðèñ. 7: Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
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Àëãîðèòì ñ êîíòðîëèðóþùèì óñëîâèåì Ñòåôàíà îêàçàëñÿ äîñòàòî÷-
íî óñòîé÷èâ. Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ åãî ïîìîùüþ (ðèñóíîê 8), õîòÿ è
íå ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì, íî ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 10−4. Íå
ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âåðíî òîëüêî äëÿ ïîëó-
áåñêîíå÷íîé îáëàñòè, êîãäà ïëîòíîñòè òâåðäîé è æèäêîé ôàç ñîâïàäàþò.
Àëãîðèòì c êîíòðîëèðóþùèì óñëîâèåì èçîòåðìè÷íîñòè íå ñìîã ñîéòèñü
ê ðåøåíèþ, ïîñêîëüêó íà ïåðâîé èòåðàöèè âîçíèêëî íåôèçè÷íîå ðåøåíèå
èç-çà òðåáîâàíèÿ ñêà÷êà ïîòîêà ïîðÿäêà 105. Òàêèì îáðàçîì, òðàäèöèÿ
âûáîðà ôóíêöèé óñëîâèé (4)-(5) îïðàâäàíà. Äëÿ äâóìåðíîãî òåñòà áûë
âûáðàí àëãîðèòì ñ êîíòðîëèðóþùèì óñëîâèåì Ñòåôàíà.

Ðèñ. 8: Ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå àëãîðèòìîì ñ êîíòðîëèðóþùèì óñëîâèåì
Ñòåôàíà

4.3 Äâóìåðíàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà

Ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà òàê æå ïðîâåðÿëîñü íà çàäà÷å ¾ëåä -
âîäà¿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ ôðîíòîì, ïàðàëëåëüíûì îñè Oy (ðèñó-
íîê 9). Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé àíàëîãè÷íû îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ áûëè óñòàíîâëåíû ïåðâûå êðàåâûå óñëîâèÿ
ñî çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè íà÷àëüíûì òåìïåðàòóðàì æèäêîé è òâåðäîé
ôàç ñîîòâåòñòâåííî, íà âåðõíåé è íèæíåé � îäíîðîäíûå âòîðûå êðàåâûå
óñëîâèÿ. Äëÿ òðèàíãóëÿöèè è ïåðåòðèàíãóëÿöèè îáëàñòè èñïîëüçîâàëàñü
ïðîãðàììà gmsh âåðñèè 2.3.1, çàïóñêàåìàÿ â êîíñîëüíîì ðåæèìå èç îñ-
íîâíîé ïðîãðàììû.
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Ðèñ. 9: Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â äâóìåðíîì ñëó÷àå

Òàáëèöà 3: Ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ è èõ ñðàâíåíèå ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì è àíàëè-
òè÷åñêèì ðåøåíèåì ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3. Ïîëó÷åííûå äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ ïîçèöèè ôðîíòà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè áëèçêè ê òàêîâûì äëÿ
îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, õîòÿ è áîëüøå, ÷åì ïðåäñêàçûâàåò àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå, êîòîðîå, îäíàêî, íå ñîâñåì ñïðàâåäëèâî â äàííîì ñëó÷àå. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü íåáîëüøîé ¾ïåðåêîñ¿ â ïîëîæåíèè ôðîíòà: åãî ïîçèöèÿ â
ñå÷åíèè 0,05 îòñòîèò äàëüøå îò íà÷àëà îáëàñòè, ÷åì â ñå÷åíèè 0,1; àíà-
ëîãè÷íî è äëÿ ñå÷åíèé 0,1 è 0,15. Ýòî ìîæåò áûòü âûçâàíî íåòî÷íîñòüþ
îïðåäåëåíèÿ íîðìàëåé ê ãðàíèöå â äàííûõ òî÷êàõ. Òàê êàê àëãîðèòì
îïåðèðóåò òîëüêî íîðìàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè, ëþáàÿ ïîãðåø-
íîñòü â îïðåäåëåíèè íîðìàëè ìîæåò âûçâàòü îòêëîíåíèÿ ïîçèöèè ôðîí-
òà îò èñòèííîé ïîçèöèè. Òåì íå ìåíåå, òàêèå îòêëîíåíèÿ íå ñëèøêîì
âåëèêè (ïîðÿäêà 2− 5 · 10−5 ì), ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü âïîëíå äîïóñòèìûì.

Çàêëþ÷åíèå

Îäíà èç ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ñòåôàíà - íåîáõîäè-
ìîñòü àäàïòàöèè ñåòêè ê íîâîìó ïîëîæåíèþ ôðîíòà. Âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû íà ýòîò ýòàï âîçìîæíî ñíèçèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü íåñîãëàñî-
âàííóþ àäàïòèâíóþ ñåòêó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá
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ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñåòîê äëÿ çàäà÷è Ñòåôàíà è ðåàëèçîâàí ìåòîä ðåøå-
íèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ïîäîáíûõ ñåòêàõ íà
îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ïðîâåäåííûå òåñòû ïîêàçàëè ðà-
áîòîñïîñîáíîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàëåðêèíà íà íåñîãëàñîâàííîé ñåòêå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíê-
öèé áëèçîê ê 2.5, ÷òî ïîäòâåðæäàåò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Òàê æå â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ îäíîìåð-
íîé è äâóìåðíîé çàäà÷ Ñòåôàíà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì îïðåäåëå-
íèÿ ïîçèöèè ôðîíòà íà îñíîâå ìåòîäà ïðîá (trial method) ðàáîòîñïîñî-
áåí â ñëó÷àå âûáîðà óñëîâèÿ Ñòåôàíà â êà÷åñòâå êîíòðîëèðóþùåãî, â òî
âðåìÿ êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ íåôè-
çè÷íîãî ðåøåíèÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå òàê æå âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿ-
çàííûå ñ òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ ôðîíòà è ïîòî÷å÷íîãî ïîñòðîåíèÿ íîâîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç. Â
äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ðàáîòó àëãîðèòìà â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì óðîâíÿ (level set method) [3], êîòîðûé
òåîðåòè÷åñêè ñïîñîáåí óñòðàíèòü óêàçàííóþ ïðîáëåìó.
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