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Ââåäåíèå
Ïðè óïðàâëåíèè áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îáúåêòîâ âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ. Åñëè ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìíîãîøàãîâûé, òî äàæå â ñëó÷àå ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáú-
åêòîâ çàäà÷à èõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè ìåòîäàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Î êà÷åñòâåííîì
èññëåäîâàíèè, î âûäåëåíèè îñíîâíûõ ôàêòîðîâ â óïðàâëÿåìîé ìîäåëè ðå÷è íå èäåò.

Åñòåñòâåííî ïîýòîìó âûäåëåíèè òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû äîñòàòî÷-
íû ïðîñòû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî (êà÷åñòâåííîãî) èññëåäîâàíèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû áûëè áû äîñòàòî÷íî
îáùèìè. Êàê èçâåñòíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíîé, ïîýòîìó â
äàííîé ðàáîòå ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Îãðàíè÷åíèå ëèøü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [3] � [11], íå óìåíüøàåò ñîäåð-
æàòåëüíîñòè è âîçìîæíîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé è îáîáùåíèé â çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.
Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å [1] ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïëàíèðóåòñÿ ïðîåêò âëîæåíèÿ ðåñóðñîâ â äåÿòåëü-
íîñòü m ïðåäïðèÿòèé â òå÷åíèå n ëåò. Íà÷àëüíûé ðåñóðñ ðàâåí ξ0. Ðåñóðñ X, âëîæåííûé â i-îå ïðåä-
ïðèÿòèå, ïðèíîñÿò ê êîíöó ãîäà äîõîä fi(X) è âîçâðàùàþòñÿ â ðàçìåðå ϕi(X) < X; i = 1, 2, . . . , m.
Ïî èñòå÷åíèè ãîäà âåñü îñòàâøèéñÿ ðåñóðñ çàíîâî ïåðåðàñïðåäåëÿþò ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè, íîâûõ
ðåñóðñîâ íå ïîñòóïàåò è äîõîä â ïðîèçâîäñòâî íå âêëàäûâàåòñÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ñïîñîá
ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþùåãîñÿ ðåñóðñà. Ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê n-øàãîâûé,
â êîòîðîì íîìåð øàãà ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ãîäà. Ðåñóðñ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå ñëîâà,
îí ìîæåò áûòü òåõíîëîãè÷åñêèé, òðóäîâîé èëè ôèíàíñîâûé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè fi(X) è ϕi(X) (ôóíêöèè äîõîäà è âîçâðàòà ñðåäñòâ ñîîòâåòñòâåííî),
ëèíåéíûå fi(X) = hiX, ϕi(X) = riX; hi > 0, ri > 0, i = 1, 2, . . . ,m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗(y, k) � ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîõîäà äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ íà îòðåçêå ëåò [k, k + 1, . . . , n] ñ
íà÷àëüíûì ðåñóðñîì y (ôóíêöèè P. Áåëëìàíà óñëîâíîãî îïòèìàëüíîãî äîõîäà). Òîãäà ôóíêöèè óñëîâ-
íîãî îïòèìàëüíîãî äîõîäà Z∗(y, k) òàêæå áóäóò ëèíåéíûå Z∗(y, k) = Hky, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû
Hk íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî;

Hn = λ(0),
Hn−1 = λ(Hn),

· · ·
H1 = λ(H2),

ãäå ôóíêöèÿ λ(x) = max
1≤i≤m

[hi + rix] � âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [2]. Ôîðìàëüíî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ÷èñëåííî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ, íî ïðè ýòîì ïîòåðÿåòñÿ
èíôîðìàöèÿ î �ñòðóêòóðå� çàäà÷è, íåëüçÿ áóäåò ïðîâåñòè êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå äàííîé çàäà÷è,
âûäåëèòü â óïðàâëÿåìûõ îáúåêòàõ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå èõ õàðàêòåðèñòèêè.

Ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ìîæíî èçâëå÷ü èç
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè λ(x). Áóäåì ôóíêöèþ λ(x) íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà [4] êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê Qi(hi, ri), i = 1, . . . , m.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (� 08-01-98001), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîä-
äåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (� ÍØ-5682.2008.1), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009-2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêò � 02.740.11.0457).
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Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ λ(x) = maxi [hi + rix] � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, åå ïðîèçâîä-
íûå (ëåâàÿ è ïðàâàÿ) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

min
i

ri ≤ λ′l(x) ≤ λ′r(x) ≤ max
i

ri

Ïðèìåð 3. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð èç 5 îáúåêòîâ Qi(hi, ri), i =
1, . . . , 5, ïàðàìåòðû êîòîðûõ: [

1.91 0.81 1.53 1.44 0.72
0.23 0.18 0.47 0.64 0.85

]
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè â ïëîñêîñòè (h, r) èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1:

Ðèñ. 1: Ïîëîæåíèå îáúåêòîâ Qi â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (h, r).

Òî÷êàì Qi ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûå y = hi+rix â ïëîñêîñòè (x, y) è ôóíêöèÿ λ(x) = maxi [hi + rix]
� âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 2). Êîýôôèöèåíòû Hk ìîæíî ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ýòó ôóíê-

Ðèñ. 2: Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìíîæåñòâà Qi.

öèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå äëÿ ïëàíà íà 6 ëåò âûïîëíåíî íà ðèñ. 3

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðèïèøåì êàæäîìó ëèíåéíîìó çâåíó êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè λ(x) = maxi [hi + rix]
íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà è áóäåì ïîëó÷èâøóþñÿ êîíñòðóêöèþ íàçûâàòü, äëÿ êðàòêîñòè,
�óïðàâëåíèåì� â äàííîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å. Åñëè èçâåñòíî �óïðàâëåíèå�, òî îïòèìàëüíûé ïëàí íà
ëþáîé ïåðèîä âðåìåíè ëåãêî ïîñòðîèòü.
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Ðèñ. 3: Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà íà 6 ëåò.

Çàìå÷àíèå 5. Èç ðèñóíêîâ 2 è 3 âèäíî, ÷òî â ðàáîòå ïî îïòèìàëüíîìó ïëàíó íà 6 ëåò áóäóò
ó÷àñòâîâàòü òîëüêî òðè ïðåäïðèÿòèÿ {Q5, Q4, Q4, Q4, Q4, Q1}. Îñòàëüíûå ïðåäïðèÿòèÿ {Q2, Q3},
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

λ (x) > hi + rix, ∀x
ïðèâëåêàòü ê ðàáîòå íåöåëåñîîáðàçíî. Íà ïåðâûõ ýòàïàõ îïòèìàëüíîãî ïëàíà áóäóò ðàáîòàòü ðå-
ñóðñîñáåðåãàþùèå ïðåäïðèÿòèÿ (ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ri). Ëèøü íà ïîñëåäíèõ ýòàïàõ áóäåò ó÷àñò-
âîâàòü ïðåäïðèÿòèå ïðèíîñÿùèå âûñîêèé äîõîä (ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì hi). Îêîí÷àòåëüíûé äîõîä,
ïîëó÷åííûé îò m ïðåäïðèÿòèé â òå÷åíèå n ëåò � ñîñòàâëÿåò

Z∗(y1, 1) = H1y1.

Îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííîì êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ââåäåì ñëåäó-
þùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 6. Êîýôôèöèåíòîì ýôôåêòèâíîñòè i-îãî ïðåäïðèÿòèÿ íàçîâåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x =
hi + rix , ò. å. ÷èñëî

Pi =
hi

1− ri

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîñòè ìîæíî èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ;

max
i

hi ≤ H1 ≤ max
i

Pi,

lim
n→∞H1 = max

i
Pi,

ãäå êîýôôèöèåíò limn→∞H1 � ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî øàãàâîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû, åñëè ïëàíèðîâàíèå íåîãðàíè÷åííî ÷èñëîì ýòàïîâ, òî ðåçóëüòàò çàâèñèò
ëèøü îò çíà÷åíèÿ

max
i

Pi.

Íà ïðàêòèêå ÷èñëî ýòàïîâ îãðàíè÷åííî è äîñòàòî÷íî ìàëî 3 � 5. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ýòîì áóäóò
èãðàòü îáúåêòû ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì hi � äîõîäîì. Îöåíèì èõ âëèÿíèå.

Ëåììà 8. Ïóñòü λ1(x), λ2(x) � íåóáûâàþùèå ôóíêöèè è λ1(x) ≤ λ2(x), äëÿ ∀x. Òîãäà

λ
(k)
1 (x) ≤ λ

(k)
2 (x), ∀x,

ãäå λ
(2)
1 (x) = λ1 (λ1(x)),. . . , λ

(k)
1 (x) = λ1

(
λ

(k−1)
1 (x)

)
� êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî k.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü
h∗ = hi0 = max

i
{hi}, P ∗ = Pi1 = max

i

{
hi

1− ri

}

Ïîëîæèì
λ2(x) =

P ∗ − h∗

P ∗ x + h∗, λ1(x) = max {fi0(x), fi1(x)}
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ýòàïîâ n âûïîëíÿåòñÿ:

λ
(n)
1 (0) ≤ H1 ≤ λ

(n)
2 (0)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè λ(x) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (ñì. ðèñ. 4)

λ1(x) ≤ λ(x) ≤ λ2(x),

ïðèìåíÿÿ ëåììó ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Ðèñ. 4: Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà íà 6 ëåò.

Çàìå÷àíèå 10. Ôóíêöèè λ1(x) = max {fi0(x), fi1(x)} ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëü ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îáú-
åêòîâ óïðàâëåíèÿ Qi0 è Qi1 � ìàêñèìàëüíîé äîõîäíîñòè è ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè. Îïðåäåëèì
íà ñêîëüêèõ ýòàïàõ áóäåò çàäåéñòâîâàí îáúåêò ñ ìàêñèìàëüíîé äîõîäíîñòüþ. Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:

fi0(x) = f0(x) = h0 + xr0, fi1(x) = f1(x) = h1 + xr1.

Òîãäà

f
(p)
0 (0) = h0(1 + r0 + · · ·+ rp−1

0 ),

f1(f
(p−1)
0 (0)) = h1 + r1

(
h0(1 + r0 + · · ·+ rp−2

0 )
)

.

Óñëîâèå ïåðåõîäà îò îáúåêòà Q1 ê îáúåêòó Q0 èìååò âèä:

f
(p)
0 (0) < f1(f

(p−1)
0 (0)),

f
(p−1)
0 (0) > f1(f

(p−2)
0 (0)),

ãäå p = n−k, k � íîìåð ýòàïà íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îáúåêòà Q1 ê îáúåêòó Q0. Îòñþäà
ïîëó÷àåì óñëîâèå ïåðåõîäà:

h0(1 + r0 + · · ·+ rp−1
0 ) < h1 + r1

(
h0(1 + r0 + · · ·+ rp−2

0 )
)

, (1)

h0(1 + r0 + · · ·+ rp−2
0 ) > h1 + r1

(
h0(1 + r0 + · · ·+ rp−3

0 )
)

. (2)
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Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
h1

1− r1
>

h0

1− r0
, h0 > h1

Îòñþäà èìååì
1− r1

1− r0
<

h1

h0
< 1

Ñëåäîâàòåëüíî èç (1), (2) ïîëó÷àåì
1− r1

1− r0
(1− rp−1

0 ) + rp−1
0 <

h1

h0
,

1− r1

1− r0
(1− rp−2

0 ) + rp−2
0 >

h1

h0
,

èëè
rp−1
0 <

h1
h0
− 1−r1

1−r0

1− 1−r1
1−r0

< rp−2
0

Ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ ðàâåí

p = logr0

(
h1
h0
− 1−r1

1−r0

1− 1−r1
1−r0

)
+ 1 = logr0

(
(P1 − P0)(1− r1)

P0(r1 − r0)

)
+ 1.

x

y

f0(x)

f1(x)

Hn Hk Hk-1....

Ðèñ. 5: Óñëîâèå ïåðåõîäà óïðàâëåíèÿ äëÿ äâóõ îáúåêòîâ.

Îáîáùåííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ èíòåðâàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
Ïóòåì ââåäåíèÿ èíòåðâàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ëèíåéíûå ôóíêöèè, ìîæíî ïîñòàíîâêó çàäà÷è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïðèáëèçèòü ê ðåàëüíîé çàäà÷å.

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèè fi(X) è ϕi(X) (ôóíêöèè äîõîäà è âîçâðàòà ñðåäñòâ ñîîòâåòñòâåííî), ëèíåé-
íûå fi(X) = hiX, ϕi(X) = riX; ãäå hi = [h0

i , h
1
i ] , ri = [r0

i , r
1
i ], i = 1, 2, . . . ,m, èíòåðâàëû âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äîõîäà è ñîîòâåòñòâóþùèå
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Òåîðåìà 11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗(y, k) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîõîäà äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà
óïðàâëåíèÿ íà îòðåçêå ëåò [k, k + 1, . . . , n] ñ íà÷àëüíûì ðåñóðñîì y (ôóíêöèè P. Áåëëìàíà óñëîâíîãî
îïòèìàëüíîãî äîõîäà). Òîãäà ôóíêöèè óñëîâíîãî îïòèìàëüíîãî äîõîäà Z∗(y, k) òàêæå áóäóò ëèíåé-
íûå Z∗(y, k) = Hky, ãäå èíòåðâàëû Hk ðàâíû;

Hk = [λ(n−k)
0 (0), λ(n−k)

1 (0)],

ãäå ôóíêöèè λ0(x) = max
1≤i≤m

[
h0

i + r0
i x

]
, λ1(x) = max

1≤i≤m

[
h1

i + r1
i x

]
� âåðõíèå îãèáàþùèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé

(ñì. ðèñ. 6), ãäå λ(2)(x) = λ (λ(x)),. . . , λ(k)(x) = λ
(
λ(k−1)(x)

)
� êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè.
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Ðèñ. 6: Ïîñòðîåíèå èíòåðâàëîâ Hk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ hi ∈ hi, ri ∈ ri. Ðàññìîòðèì îáúåêòû óïðàâëå-
íèÿ Qi îïðåäåëÿåìûå ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè fi(X) = hiX, ϕi(X) = riX. Òîãäà

max
i

(h0
i + xr0

i ) ≤ max
i

(hi + xri) ≤ max
i

(h1
i + xr1

i )

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ λ(x) âûïîëíÿåòñÿ

λ0(x) ≤ λ(x) ≤ λ1(x),

ïðèìåíÿÿ ëåììó 8 ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 12. Âåëè÷èíû
P 0

i =
h0

i

1− r0
i

, P 1
i =

h1
i

1− r1
i

íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîñòè i-îãî ïðåä-
ïðèÿòèÿ, î÷åâèäíî P 0

i ≤ P 1
i .

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ri = [r0
i , r

1
i ] ⊂ [0, 1), i = 1, 2, . . . , m. Äëÿ îáîáùåííîé ëèíåéíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðåñóðñîâ ñ èíòåðâàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ;

max
i

h0
i ≤ H1 ≤ max

i
P 1

i ,

lim
n→∞H1 ∈

[
max

i
P 0

i ;max
i

P 1
i

]
,

ãäå êîýôôèöèåíò limn→∞H1 � ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî øàãàâîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òåîðåìû 11 ðèñ. 6.

Ëåììà 14. Ïîëîæèì

4hi = h1
i − h0

i , δh = max
i
4hi,

4ri = r1
i − r0

i , δr = max
i
4ri.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ1(x)− λ0(x) ≤ max
i

(4hi + x4ri) ≤ δh + xδr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà ||−→u || = maxi |ui| ÿâëÿåòñÿ íîðìîé âåêòîðà −→u è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà |−→u2 −−→u1| ≤ ||−→u2 −−→u2||, îòñþäà ñëåäóåò íóæíîå íåðàâåíñòâî.
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Òåîðåìà 15. Îïðåäåëèì èíòåðâàëû:

rij = rirj = [r0
i r

0
j ; r

1
i r

1
j ] = [r0

ij , r
1
ij ],

hij = hi + rihj = [h0
i + r0

i h
0
j ; h

1
i + r1

i h
1
j ] = [h0

ij , h
1
ij ],

Ïóñòü ôóíêöèè fij(X) = fi(fj(X)) è ϕij(X) = ϕi(ϕj(X)), i, j = 1, . . . , m (ôóíêöèè äîõîäà è âîçâðàòà
ñðåäñòâ ñîîòâåòñòâåííî), òîãäà fij(X) = hijX, ϕij(X) = rijX, ïðè÷åì

max
ij

{
h0

ij + r0
ijx

}
= λ

(2)
0 (x), max

ij

{
h1

ij + r1
ijx

}
= λ

(2)
1 (x).
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