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Àííîòàöèÿ
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû-

÷èñëåíèé â ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþòåðíîé ñðåäå, ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îòûñêèâàòü îáîá-
ùåííî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè.

1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âåêòîðíàÿ çàïèñü êîòîðîé èìååò âèä

ẋ = f(t, x), (1)

ãäå x = (x1, ..., xn) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî t, a f = (f 1, ..., fn)
- âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè

∂f i

∂xj
, i, j = 1, ..., n

íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè R×Σ äåéñòâèòåëüíîé îñè R è íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà Σ åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
f ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäèíèöå.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ϕ(t) - íåêîòîðîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (1), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ≥ t0 è îãðàíè÷åííîå ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ
t. Ðåøåíèå ϕ(t) íàçîâåì îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà ε ìîæíî óêàçàòü òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ≥ t0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|ϕ(t)− ϕ(t+N)| < ε.

Ñóùåñòâîâàíèå æå îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â îáùåì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ïóñòü ξ(t) - ðåøåíèå ñèñòåìû (1), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
t ≥ t0 è îãðàíè÷åííîå ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ t. Òîãäà, êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

N1, N2, ..., Nk, ..., lim
k→∞

Nk =∞,

íàòóðàëüíûé ÷èñåë, íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Nk1 , Nk2 , ..., Nkl , ..., lim
l→∞

Nkl =∞,

è òàêîå îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕ(t) ñèñòåìû (1), ÷òî

lim
l→∞

ξ(t+Nxl
− 1) = ϕ(t)

ðàâíîìåðíî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [a, b] ⊂ [t0,∞) è

lim
l→∞

ϕ(t+Nkl+1
−Nkl) = ϕ(t)

ðàâíîìåðíî íà âñåõ ïîëóîñè [t0,∞).
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2. Îïèñàíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ Ïóñòü x0 - íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Σ è x1(t) -
ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè (0, x0), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
t ≥ 0 è ñîäåðæàùååñÿ ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ t â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå E ⊂ Σ.
Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ≥ 0 ïîëîæèì

xN(t) = x1(t+N − 1), N = 1, 2, 3, ...

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé xN(t) ê îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîìó
ðåøåíèþ ñèñòåìû (1). Òàê êàê x1(t) - ðåøåíèå ñèñòåìû, òî

x1(t) = x1(0) +

t∫
0

f(τ, x1(τ))dτ

x2(t) = x1(t+ 1) = x1(1) +

t∫
0

f(τ, x1(τ + 1))dτ

èëè

x2(t) = x1(0) +

1∫
0

f(τ, x1(τ))dτ +

t∫
0

f(τ, x1(τ + 1))dτ

Â îáùåì ñëó÷àå

xN(t) = xN−1(0) +

1∫
0

f(τ, xN−1(τ))dτ +

t∫
0

f(τ, xN−1(τ + 1))dτ

Â àâòîíîìíî ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ïåðèîäè÷íà ñ ëþáûì ïåðèîäîì. Âîçüìåì
ïåðèîä T . Òîãäà äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîëó÷èì

xN(t) = xN−1(0) +

T∫
0

f(τ, xN−1(τ))dτ +

t∫
0

f(τ, xN−1(τ + T ))dτ (2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ x0 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëîé ïðèáëèæåíèé

x0,i+1(t) = x0,0 +

t∫
0

f(x0,i(τ))dτ,

ãäå x0,0 � íåêîòîðûé ïîëèíîì çàäàííûé ïðîèçâîëüíî.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû àâòîíîìíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà C++. Íà âõîäå ïðîãðàììà ïîëó÷àåò èñ-
õîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ â ñèìâîëüíîì âèäå, çíà÷å-
íèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è êîëè÷åñòâî øàãîâ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ. Ïðîãðàììà ñòðîèò
ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî øàãà ïðèáëèæåíèÿ ê îáîáùåííî ïåðè-
îäè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ïàêåò Maxima óñòàíîâëåííûé â îïåðàöèîííîé
ñèñòåìå Linux.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñèìâîëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî øàãà îáîáùåííî
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëîðåíöà.
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1: T:0.01$

2: f0(t,x0,x1,x2):=10*(x1-x0)$

3: f1(t,x0,x1,x2):=28*x0-x1-x0*x2$

4: f2(t,x0,x1,x2):=x0*x1-8/3*x2$

5: s0_0(t):=1$

6: s1_0(t):=1$

7: s2_0(t):=1$

8: s0_0(0)+integrate(f0(g,s0_0(g),s1_0(g),s2_0(g)),g,0,T)+

9: integrate(f0(g,s0_0(g+T),s1_0(g+T),s2_0(g+T)),g,0,t);

10: s1_0(0)+integrate(f1(g,s0_0(g),s1_0(g),s2_0(g)),g,0,T)+

11: integrate(f1(g,s0_0(g+T),s1_0(g+T),s2_0(g+T)),g,0,t);

12: s2_0(0)+integrate(f2(g,s0_0(g),s1_0(g),s2_0(g)),g,0,T)+

13: integrate(f2(g,s0_0(g+T),s1_0(g+T),s2_0(g+T)),g,0,t);

ãäå T � øàã ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ. Ñòðîêè 2-4 ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû Ëî-
ðåíöà. Ñòðîêè 5-7 ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ. Ñòðîêè
8-10 ñèìâîëüíàÿ ôîðìóëà îòûñêàíèÿ ñëåäóþùåãî øàãà ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ. Íà âû-
õîäå ýòîãî âûðàæåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ê îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîìó
ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå
íà ìåñòî ñòðîê 5-7.

Èñõîäÿ èç ôîðìóëû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ (2) çàìåòèì, ÷òî êàæäûé
øàã ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå.
Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïàðàëëåëèòü âû÷èñëåíèÿ ïî óðàâíåíèÿì ñèñòåìû. Òàêæå ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèå âû÷èñëåíèé ìîæíî ïðîâîäèòü ïî îòäåëüíûì ñëàãàåìûì ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøå-
íèþ ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîëèíîì. Ïðèìåíåíèå
ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ïðè îòûñêàíèè îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿåò ñèëü-
íî óìåíüøèòü âðåìÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ è áîëåå ýôôåêòèâíî ðåøàòü ïîäîáíûå çàäà÷è.

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé Äëÿ èëëþñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðå-
øåíèé ñèñòåìû Ëîðåíöà

dx

dt
= σ(y − x)

dy

dt
= rx− y − xz

dz

dt
= xy − bz,

ãäå σ, r è b � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
âîçüìåì êëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû: σ = 10, r = 28 è b = 8/3, óêàçàííûõ â
ðàáîòå). Ñèñòåìà Ëîðåíöà àâòîíîìíà è îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå
ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäàäèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x = Cx, y = Cy, z =
Cz Ïîñòðîèâ ïî ôîðìóëå (2) îáîáùåííî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, íàéäåì åãî çíà÷åíèå ïðè
t = 0. Ðàññ÷èòàåì òðàåêòîðèþ ñèñòåìû Ëîðåíöà èç ïîëó÷åííîé òî÷êè è îïðåäåëèì âðåìÿ
âîçâðàùåíèÿ â îêðåñòíîñòü δ = 0.2 íà÷àëüíîé òî÷êè.

Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè x0(t) = 10, y0(t) = 10, z0(t) = 10 ïîëó÷èì

x1000(0) = −15.720831
y1000(0) = −16.587193
z1000(0) = 36.091132
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Ðàññ÷èòàâ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû Ëîðåíöà, ïîëó÷èì òî÷êè âîçâðàùåíèÿ â îêðåñòíîñòü íà-
÷àëüíîé òî÷êè

� òî÷êè Âðåìÿ x y z
1 0 -15.720831 -16.587193 36.091132
2 17.334 -15.659134 -16.566101 35.954224
3 45.017 -15.652555 -16.566140 35.938103
4 67.104 -15.689783 -16.635305 35.964610
5 86.686 -15.812414 -16.750982 36.164029

Ðèñ. 1: Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü xOy äóãè òðàåêòîðèè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, 90] äëÿ x0(t) = 10, y0(t) = 10, z0(t) = 10.
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