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Введение. Для статической формы неподвижной капли, лежащей на наклонной твердой 

поверхности, справедливо уравнение Юнга – Лапласа [1,2] 

))((2 гжср xgzg    p ,     znz  ,     xτx  ,  

где   – поверхностное натяжение, ж  и г  плотности жидкости и газа, g  – вектор по-

ля тяжести, n  – вектор нормали к поверхности, τ  – вектор касательный к поверхности, 

z  и x  – координаты вдоль нормали к поверхности и вниз по поверхности. Средняя кри-

визна поверхности 2/)( 21ср    определяется в каждой точке поверхности по функ-

ции ),( yxz . Константа p  (“избыток” давления) неизвестна, поэтому замыкающим 

условием является уравнение для фиксированного объема капли V  
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где S  – площадь контакта капли с твердой поверхностью. 

Статический угол смачивания тесно связан с величиной сил взаимодействия моле-

кул жидкости и твердой поверхности. Однако для трехмерной капли на наклонной по-

верхности приходится для контактного угла вводить некоторую функцию от азимуталь-

ного угла в виде кубического полинома [2]. То есть, контактный угол зависит также от 

радиуса кривизны линии контакта. В целом ряде работ исследовалось явление динамиче-

ского контактного угла [3-5], которое осложняется сингулярностью на контактной линии. 

В экспериментах было обнаружено, что при перемещении линии контакта по твердой 

поверхности наступающий угол контакта больше, чем отступающий. В общем случае 

контактные углы зависят от скорости перемещения контактной линии по поверхности. 

Для нестационарного движения капли задачу приходится моделировать численно. 

При этом нужно описывать течения флюида с поверхностным натяжением на границе 

раздела жидкость–газ и взаимодействием с твердой поверхностью. 

Метод решеточных уравнений Больцмана  
Для такого рода задач хорошо подходит метод решеточных уравнений Больцмана 

(LBM), который широко используется для компьютерного моделирования двухфазных и 

многокомпонентных сред [6-8]. Для трехмерного варианта LBM используется дискрет-

ный конечный набор скоростей псевдочастиц (рис. 1). Тогда уравнение эволюции для 

функций распределения kN  можно записать в виде 

kkkkk NNtNtttN  )(),(),( xcx , 

где  /)),(),(( tNN k
eq
kk xu   – оператор столкновений в виде BGK,   – характерное 
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время релаксации к локальному равновесию. Для учета объемных сил (внутренних и 

внешних) используется метод точной разности (EDM) [9,10] 

),(),(),( uuux  eq
k

eq
kk NNtN   .  

Гидродинамические переменные: плотность жидкости   и скорость u  в узле вычисля-

ются в соответствие с формулами  


b
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Для описания уравнения состояния ),( TP   использована модель псевдопотенциала 

  ),( TPU , в которой вводятся внутренние силы UF , действующие на ве-

щество в узле решетки. На стенке 0z  принимались условия непротекания и непро-

скальзывания. Кроме этого вводились силы взаимодействия между узлами жидкости и 

твердой поверхности, описывающие степень смачивания и величину контактных углов. 

 
Рис. 1. Возможные вектора скоростей частиц kc  для трехмерной LBM модели D3Q19. 

 

Рис. 2. Стекание капли по наклонной твердой поверхности. (а,г,ж) – капля в трехмерной расчетной 

области. (б,д,з) – распределение плотности жидкости и пара в центральном вертикальном сечении 

zx  . (в,е,и) – граница капли в центральном вертикальном сечении zx  . Расчетная сетка 

512×288×128. t  1400 (а,б,в), 4400 (г,д,е), 10000 (ж,з,и). 

Параллельные расчеты на GPU 

Суть применения графических карт сводится к тому, что параллельные вычисления 

выполняются одновременно на всех ядрах графического процессора (GPU). Кроме того, 

внутренняя память GPU на порядок быстрее, чем оперативная память компьютера. Рас-

четы проводились на вычислительном кластере высокой производительности 

"Supermicro 4027GR" (5 модулей GTX Titan–Black). Каждый из модулей имеет 2880 по-

токовых процессоров (ядер) и 6 Гбайт быстрой внутренней памяти (пиковая производи-

тельность вычислений с двойной точностью составляет 1,5 TФлопс). 

http://www.thg.ru/graphic/obzor_nvidia_geforce_gtx_titan_6_gb_test/index.html
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Результаты компьютерного моделирования 

На рис. 2 показан эффект динамического краевого угла, то есть, разные значения 

угла смачивания при движении линии контакта жидкой капли с твердой поверхностью в 

сторону газа и в сторону жидкости. Границы капли в центральном вертикальном сечении 

(рис. 2в,е,и) получены путем компьютерной обработки полей плотности вещества 

(рис. 2б,д,з). Наблюдается образование прекурсионной пленки жидкости в окрестности 

линии контакта свободной поверхности капли с твердой частично смачиваемой поверх-

ностью. При использовании метода LBM проблема с сингулярностью не возникает. 

На рис. 3 показаны результаты моделирования капли, стекающей по вертикальной 

смачиваемой стенке. На стенке принимались условия прилипания. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 

проекта № 13-01-00526 а. 

 
Рис. 3. Капля, стекающая по вертикальной смачиваемой стенке. Начальный радиус полусфериче-

ской капли hR 115 . Расчетная сетка 512×368×128. t 100 (а), 5000 (б), 8000 (в), 10700 (г). 
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