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Постановка задачи. Рассмотрим задачу смешанного управления для системы 

уравнений Соболева 

                                                    (1) 

                                      (2) 

                                (3) 

                                      (4) 

                                   (5) 

         (6) 

описывающей динамику малых внутренних движений стратифицированной жидкости в 

равновесном состоянии [1]. Здесь  – ограниченная область с границей  класса 

, n  – вектор внешней нормали к ее границе,  – вектор скоро-

сти движения частиц жидкости,  – градиент нестационарного давления,  – вектор-

ное произведение на вектор , где  – удвоенная угловая скорость враще-

ния, 

 

Пара  задает управление,  – заданные вектор-

функции, где  и  – пространства соленоидальных и потенциальных функций, кото-

рые подробно будут описаны ниже. Задача состоит в нахождении наборов , ко-

торые с помощью выбора управлений  «максимально приближают» решение  к 

желаемому состоянию . Поскольку управляющее воздействие входит в начальное 

условие и уравнение, а функционал качества не учитывает затраты на управление, следуя 

принятой терминологии, такую задачу назовем задачей жесткого смешанного управле-

ния. Цель исследования – установить условия разрешимости задачи смешанного управ-

ления. Ранее в работах авторов методами теории полугрупп операторов были получены 

результаты о разрешимости задачи оптимального управления для абстрактного опера-

торного уравнения [2, 3, 4]. Достаточно редуцировать к операторному виду задачу (1) – 

(6) и проверить условия для абстрактной задачи, приведенные ниже. 

 М.В. Плеханова, А.Ф. Исламова, 2015 
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1. Абстрактная задача жесткого смешанного управления. Результаты данного 

параграфа можно найти в [2]. Пусть  – гильбертовы пространства, оператор 

 (т.е. линейный и непрерывный, действует из  в ), , 

 (линеен, замкнут, плотно определен в , действует в ). Введем в рассмот-

рение пространство . Рассмотрим задачу жесткого смешанного управ-

ления с обобщенным условием Шоуолтера–Сидорова 

        ,                                             (7) 

                                                             (8) 

                                              (9) 

где непустое выпуклое замкнутое подмножество  пространства  – множество допу-

стимых управлений, пара   задает управление,  – заданная функция. 

 – проектор, являющийся единицей разрешающей полугруппы (группы) операторов. 

Через  обозначим область определения оператора , снабженную его нормой 

графика. Согласно [5, с.89] оператор  будем называть -ограниченным, если мно-

жество  ограничено в . При условии -

ограниченного оператора  обозначим , , 

, 

       

Операторы  и  являются проекторами, обозначим , , , 

. Пусть  – сужение оператора  на  . 

Теорема 1. [5, с. 90, 91]. Пусть оператор  -ограничен. Тогда 

(i) , ; 

(ii) , ,  

(iii) существуют операторы , . 

Обозначим , . При  оператор  называется -

ограниченным, если он -ограничен, , . 
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Из вида уравнения (7) следует, что естественно будет искать его решение в гильбер-

товом пространстве , наделенном нормой 

. 

Множество  троек , удовлетворяющих условиям (7), (8) назовем 

множеством допустимых троек задачи (7)–(9). Решение задачи (7)–(9) состоит в нахож-

дении троек  , минимизирующих функционал качества : 

. 

Теорема 2. [3] Пусть оператор  -ограничен,  – инъективный 

оператор,  – замкнутое, выпуклое и ограниченное в пространстве  множество, 

. Тогда существует единственное решение  за-

дачи (7)–(9). 

2. Разрешимость задачи управления. Обозначим , 

. Замыкание линеала  по норме пространства обозначим 

через . Это гильбертово пространство со скалярным произведением  пространства 

. Существует представление , где  – ортогональное дополнение к . 

Обозначим через  ассоциированный с этим расщеплением ортопроектор. 

Следуя подходу С.Л. Соболева [1], используем обобщенную постановку задачи (1) – 

(4), заменив уравнение несжимаемости (4) и граничное условие (2) на уравнение 

                                                       (10) 

Очевидно, что оператор  , осуществляет линейное непре-

рывное отображение из  в , при этом . Имеет место действие оператора 

 [6, лемма 2]. 

Положим , , ,  тогда задачу 

(1), (3), (10) можно задать в виде (7) с начальным условием  с помощью операто-

ров (подробнее см. в [6]) 

.                       (11) 

При этом  . 
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Теорема 3.  Пусть существует хотя бы одна пара , удовле-

творяющая условию (5). Тогда существует единственное решение  за-

дачи (1)–(6). 

Доказательство. Задача (1)–(6) с учетом условия (1) сводится к абстрактному урав-

нению (7) с операторами L и M, которые указаны в (11). Как показано в работе [7] опера-

тор  является -ограниченным.  

В данном случае множество допустимых управлений  задается условием (5), ко-

торое очевидно является непустым выпуклым и замкнутым подмножеством пространства 

управлений .  

Поскольку начальное условие (1) задано лишь для функции  и с учетом вида про-

ектора , полученного в [7], данная задача является задачей с начальным условием 

Шоуолтера–Сидорова. Таким образом, с учетом выписанного множества  и инъектив-

ности оператора  мы имеем единственное решение задачи жесткого смешанного 

управления по теореме 2. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (код проекта 14–01–31125–мол_а). 
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