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Функциональным методом доказывается корректность одной краевой задачи
в слое для эллиптической системе первого порядка, являющейся самым общим
обобщением системы Коши-Римана в R4

Если Aj(j = 1, n) - комплексные матрицы 2 × 2, U = (u, v)- вектор столбец из ком-
плекснозначных гармонических функций u = u(x), v = v(x), x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4, то

систему двух дифференциальных уравнений PU ≡ 4∑
j=1

Aj
∂U
∂xj

= 0 называют четырехмер-

ным аналогом системы Коши-Римана. Постановка действительных граничных условий
для решений системы PU = 0 делает целесообразной замену ее на эквивалентную ей
системе четырех действительных уравнений.

Рассмотрим следующую краевую задачу: требуется найти решение U = (u1, u2, u3, u4)
системы

LU =
4∑

j=1

Bj
∂U

∂xj

+ CU ≡ P (U) + CU = F (x), (1)

являющейся естественным обобщенным четырехмерным аналогом системы уравнений
Коши-Римана с младшим членам (здесь B1 = E – единичная матрица),

B2 =

(
K θ
θ L

)
, B3 =

(
θ M
ρN θ

)
, B4 =

(
θ R
ρS θ

)
, K =

(
0 1
−1 0

)
,

L =

(
0 −1
1 0

)
, M =

(
b1 −b2

b2 b1

)
, N =

(
−b1 −b2

b2 −b1

)
, R =

(
−b2 −b1

b1 −b2

)
,

S =

(
b2 −b1

b1 b2

)
, θ =

(
0 0
0 0

)
, b = b1 + ib2, ρ = |b|−2,

C = C(x) – заданная квадратная матрица четвертого порядка, F (x) – заданная четы-
рехмерная вектор-функция в области D ≡ {0 ≺ x1 ≺ h, −∞ ≺ x2, x3, x4 ≺ +∞}, а на
границе области D условиям

u1 |Γ = u2 |Γ = u3 |x1=0 = u4 |x1=h = 0 (2)

Класс вектор-функций U(x) ∈ C∞(D) ∩W 2
2 (D), удовлетворяющих на границе усло-

виям (2) обозначим через CL, а его замыкание в норме пространства W 1
2 (D) через SL.

Норму функций f(x) ∈ L2(D) обозначим через ‖f‖0, а норму функции f(x) ∈ W 1
2 (D)

через ‖f‖1.
При ρ = 1 для любой вектор - функций U(x) ∈ SL имеют место оценки

‖PU‖0 ≥ ‖Ux1‖0, ‖PU‖0 ≥
√

2

L
‖U‖0.
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Для любой вектор – функций U(x) ∈ CL справедливы неравенства

min

(
1√
2
,
1

h

)
‖U‖1 ≤ ‖PU‖0 ≤ ‖U‖1.

Если матрица C(x) ∈ C(D) и существует положительное число δ ≺
√

2
h

такое, что
‖CU‖0 ≤ δ‖U‖0, то для любой вектор – функций U(x) ∈ SL выполнены неравенства

min

(
1√
2
,
1

h

) (
1− δ

h√
2

)
‖U‖1 ≤ ‖LU‖0 ≤ ‖PU‖0 ≤

(
1 +

h√
2
δ

)
‖U‖1.

На основании этих утверждении докажем следующую теорему:
Теорема. Если матрица C(x) удовлетворяет условию последнего утверждения, то

для любой вектор – функции F (x) ∈ L2(D) задача (1)-(2) имеет единственное решение
U(x) ∈ W 1

2 (D).


