
×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÇÎÍÄÈÐÎÂÀÍÈß ÑÊÂÀÆÈÍ Ñ
ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ
ÎÊÎËÎÑÊÂÀÆÈÍÍÛÕ ÇÎÍ

Á.Ã.Ìóêàíîâà

Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. àëü-Ôàðàáè
e-mail: mbsha01@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ýëåêòðè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ñêâàæèíû ìåòîäîì ñî-
ïðîòèâëåíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îêðóæàþùåé ñðåäû çà-
âèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè ñêâàæèíû. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëå-
íèè íåèçâåñòíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñðåäû ïî èçìåðåíèÿì ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ íà îñè ñêâàæèíû, âîçáóæäàåìîãî òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì òîêà. Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè ïî îòíîøåíèþ ê ëîãàðèôìè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà. Çàäà÷à èíòåðïðåòàöèè áûëà ðåøåíà ÷èñëåí-
íî ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ
ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñðåäû è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî óñïåøíîå
ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è.

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïðàêòè÷åñêè âîñ-
òðåáîâàííûõ îáëàñòåé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èìåþùåé ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé â ìå-
äèöèíå, ãåîôèçèêå, äåôåêòîñêîïèè. Îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé îáëàñòè èññëåäîâà-
íèÿ, ïðèâåäåí â [1-3]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèâàåì çàäà÷ó çîíäèðîâàíèÿ ïîñòî-
ÿííûì òîêîì. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå äàííàÿ çàäà÷à áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà
â ðàáîòå Ëàíãåðà [4]. Â ýòîé ïîñòàíîâêå èñòî÷íèê òîêà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè
ñðåäû, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû íåïðåðûâíî ìåíÿ-
þòñÿ ñ ãëóáèíîé. Òèõîíîâûì À.Í. â [5] áûëà ñòðîãî îáîñíîâàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òàêèõ ñðåä. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð
êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Îáùèå ïîäõîäû ê
ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷, òàêèå, êàê ìåòîä êâàçèðåøåíèÿ è ðåãóëÿðèçàöèè, èçëîæåíû
â ðàáîòàõ [6-7]. Ïåðâàÿ ïîïûòêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëà êðàòêî îïèñàíà
â íåçàâåðøåííîì èññëåäîâàíèè [8]. Àâòîðû ðàáîòû îñíîâûâàëèñü íà ìåòîäå ðåãóëÿðè-
çàöèè è ïðèâåëè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî êîýôôèöèåíòà. Íàì
â [9] óäàëîñü ÷èñëåííîå ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [8] ìû íå èñïîëüçîâàëè ðåãóëÿðèçóþ-
ùóþ äîáàâêó â ôóíêöèîíàëå íåâÿçêè, êîòîðàÿ âíåñëà áû â ðåøåíèå äîïîëíèòåëüíûé
ïðîèçâîë. Îñíîâíîé èäååé, ïðèâåäøåé ê óñïåøíîìó ÷èñëåííîìó ðåøèòü çàäà÷è, áûëà
èäåÿ äâóõýòàïíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà. Íà ïåðâîì øàãå âîññòà-
íàâëèâàëàñü åãî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ, çàòåì ïî àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëå - ñàì
êîýôôèöèåíò. Â [10-11] ìû èññëåäîâàëè ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè è óñòàíîâèëè,
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÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ Ëèïøèöåâûì, à ñàì ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò
íåêîòîðîìó "îäíîñòîðîííåìó"óñëîâèþ âûïóêëîñòè Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ìû òàêæå
ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó çîíäèðîâàíèÿ ïîñòîÿííûì òîêîì. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò [4,5,8-
11], ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñòî÷íèê òîêà íàõîäèòñÿ â ñâàæèíå, à íå íà ïîâåðõíîñòè
ñðåäû. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïðè çàäàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñðåäû, îïèñàíà â êíèãå [12]. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ïîñòàíîâêó ïðÿìîé çàäà÷è èç [12].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äîïóñòèì, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà ðàäèóñà rñ ïðîáóðåíà â ýëåêòðè÷åñêè îäíîðîä-
íîì ïî âûñîòå ïëàñòå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, ò.å.
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîîïðîâîäíîñòü ñðåäû çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà r. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñðåäà áåñêîíå÷íî ïðîñòèðàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðå-
äû áóäåò èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, φ, z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêâà-
æèíà çàïîëíåíà áóðîâûì ðàñòâîðîì è óäåëüíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ñðåäû â ñêâàæèíå
èçâåñòíà è ðàâíà σñ = const. Ñêâàæèíà îêðóæåíà çîíîé ïðîíèêíîâåíèÿ, â êîòîðîé
óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè äî ðà-
äèóñà r1. Ïóñòü ýëåêòðîïðîâîäíîñòü âìåùàþùåé ñðåäû äëÿ r > r1 èçâåñòíà è ðàâíà
σï = const. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì åäèíèöàì, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ìàñøòàáà äëè-
íû èñïîëüçóåòñÿ ðàäèóñ ñâàæèíû , à â êà÷åñòâå ìàñøòàáà óäåëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè
- âåëè÷èíà σñ. Ïóñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîìåùåí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, ñèëà òîêà êîòî-
ðîãî ðàâíà I. Â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèìåì
âåëè÷èíó

M =
I

4πσwrw
(1)

Ïóñòü ôóíêöèÿ W (r, s) - åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ U(r, z) ïî ïåðåìåííîé z :

W (r, s) =
∫ ∞

0
U(r, z) cos(sz)dz, (2)

Òîãäà ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàâåí

U(r, z) =
2

π

∫ ∞

0
W (r, s) cos(sz)ds, (3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

a(r) = rσ(r), (4)

ãäå σ(r) ∈ C2+α[0, r1], 0 < σ1 ≤ σ(z) ≤ σ2 < ∞. Ñîãëàñíî [12], ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíå ñêâàæèíû ïðè èçâåñòíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâàõ ñðåäû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
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∂

∂r

(
a(z)

∂W

∂r

)
− a(r)s2W (r, s) = 0, s ∈ [0,∞), r ∈ (1, r1), (5)

W ′(1, s) = k(s)W (1, s)− l(s), (6)

W ′(r1, s) = −m(s)W (r1, s), (7)

ãäå

k(s) = sI1(s)/I0(s), l(s) = 1/I0(s), m(s) = −sK1(sr1)/K0(sr1) (8)

- çàäàííûå ôóíêöèè; (K1, K0, I0 - ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñâîåãî àðãó-
ìåíòà). Çàäà÷à (5-7) îáðàçóåò ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàñ÷åòà ïîëÿ, åñëè óäåëüíàÿ ýëåêòðîïðî-
âîäíîñòü ñðåäû σ(r) èçâåñòíà. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýëåêòðè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû íåèçâåñòíû, íî ïðè ýòîì çàäàíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, à
èìåííî, ïîëå â äîñòóïíîé äëÿ íàáëþäàòåëÿ îáëàñòè ìîæåò áûòü èçìåðåíî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïîëå â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îïèñûâà-
åòñÿ â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà è íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé äîáàâêè:

Uc(r, z) =
I

4πσcrc

(
1√

r2 + z2
+ Φ(r, z)

)
, (9)

ãäå Φ(r, z) - îãðàíè÷åííàÿ è óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ψ(s) =
∫ ∞

0
Φ(r, z) cos(sz)dz (10)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (9-10), è îïðåäåëåíèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëà M ,
ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî íà îñè ñêâàæèíû èçìåðåííûå äàííûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ âû-
ðàæåíèåì:

Uñ(0, z) =M
(
1

z
+

2

π

∫ ∞

0
ψ(s) cos(sz)ds

)
(11)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Uñ(0, z) âäîëü îñè ñêâàæè-
íû ìîãóò áûòü èçìåðåíû. Çíàÿ ôóíêöèþ Uc(0, z) è ïðîâîäÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïî îòíîøåíèþ ê îòêëîíåíèþ èçìåðåííîãî ïîëÿ Uc(0, z) =MU0(0, z) îò âåëè÷èíû
M/z, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ψ(s):

ψ(s) =
∫ ∞

0
(U0(z)−

1

z
) cos(sz)dz ≡

∫ ∞

0
u(z) cos(sz)dz (12)

Êàê ïîêàçàíî â [12],

W (1, s) = ψ(s)I0(s) +K0(s) ≡ φ(s) (13)
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Îñòàâëÿÿ çà ïðåäåëàìè äàííîãî èññëåäîâàíèÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå (13), áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ φ(s) â êà÷åñòâå èçìå-
ðåííûõ äàííûõ.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ σ(r) = a(r)/r ÷åðåç ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5-7), óäîâëåòâîðÿþùóþ äîïîë-
íèòåëüíîìó óñëîâèþ (13), ãäå φ(s) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Â äàííîé ïîñòàíîâêå íàøà
çàäà÷à ñâåëàñü ê ðàññìîòðåííîé â [9-11], çà èñêëþ÷åíèåì ôîðìóëèðîâêè êðàåâûõ óñëî-
âèé. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ïðèìåíèëè ìåòîä, îïèñàííûé
íàìè â [9].

3. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ a(r) = r/σ(r) íà ðåøåíèÿõ êðàåâîé çàäà÷è (5-7), åñëè
çàäàíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè â âèäå (10). Ñëåäóÿ ïîäõîäó, îïèñàííîìó
â [9] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà

p(r) = (ln a(r))′ =
(σr)′

σr
=
σ′

σ
+

1

r
(14)

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (5-8), (13) ìåòîäîì êâàçèðåøåíèÿ, à èìåííî,
áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë íåâÿçêè ïî ôóíêöèè p(r). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèîíàë íåâÿçêè

J [p] =
1

2

∫ s2

s1
(W (1, s)− φ(s))2ds (15)

Ïóñòü W (r, s; p) - ðåøåíèå çàäà÷è (5-7), ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîé ôóíêöèè p(r),
îïðåäåëåííîé â (14). Àíàëîãè÷íî [9], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

∇J = −a(r)
∫ s2

s1
l−1(s)(W (1, s)− φ(s))W (r, s)W ′(r, s)ds (16)

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ðåøàëàñü ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [14].
Èçëîæåííàÿ âûøå ìåòîäèêà áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììíî è ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû. Íà ðèñóíêàõ 1-3 ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû êàê óñïåøíîãî, òàê è íåóäà÷íîãî
âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà äëÿ òî÷íûõ è çàøóìëåííûõ äàííûõ.

Èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèå ñëåäóþò âûâîäû:
� îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âíóòðèñêâàæèííîãî çîíäèðîâàíèÿ ïîñòîÿííûì òîêîì ñâîäèò-

ñÿ çàäà÷å çîíäèðîâàíèÿ íàä âåðòèêàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäîé, îòëè÷àÿñü ëèøü â êðàåâûìè
óñëîâèÿìè;

� òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ çàäà÷è çîíäèðîâàíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíî
ñëîèñòîé ñðåäû ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ ðàññìîòðåííîãî çäåñü ñëó÷àÿ;

� ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðèìåíÿâøèéñÿ ðàíåå äëÿ âåðòèêàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäû äàåò
ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû è äëÿ âíóòðèñêâàæèííîãî çîíäèðîâàíèÿ;

Îäíàêî, â öåëîì, êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ èíòåðïðåòàöèè îêàçûâàåòñÿ õóæå, ÷åì â ñëó-
÷àå çîíäèðîâàíèÿ íàä âåðòèêàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäîé.



ÇÀÄÀ×À ÇÎÍÄÈÐÎÂÀÍÈß ÑÊÂÀÆÈÍ 5

Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîòîííîãî ïðîôèëÿ ïðîâîäèìîñòè äëÿ êîíòðàñòíîñòè
ñðåäû ðàâíîé 10

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ ïðîâîäèìîñòè, èìåþùåãî ýêñòðåìóì âáëèçè ãðà-
íèöû ñâàæèíû, íà ðàññòîíèè 0.4 ðàäèóñà ñâàæèíû

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû èíòåðïðåòàöèè äëÿ óäàëåííîãî ýêñòðåìóìà è âîëíîîáðàçíîãî ïðîôèëÿ ïðî-
âîäèìîñòè
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