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The simple and effective generalization of 6-kp model for not constant effective masses is suggested. The finite-difference analog of Schrodinger operator of 6-kp model using shifted grids is presented. It is Hermitic, compact and divergent. To search a ground and first exited states the iteration splitting method is using.

Введение

         Для описания различных полупроводниковых структур широко используются kp модели и, в частности, 6-kp модель, которая представляет собой 6-компонентное уравнение Шредингера для огибающей волновой функции. Первоначально эта модель была предложена для материала с постоянными эффективными массами. Однако во всех практически значимых структурах имеет место контакт материалов с сильно различающимися массами. Это требует обобщения kp модели на случай переменных масс. Ранее гетеропереход полагали резким и на гетерогранице ставили условие непрерывности волновой функции и некоторые линейные соотношения на производные компонент волновой функции, обеспечивающие эрмитовость. Недостатками такого подхода являются 1. неопределенность в выборе вида этих соотношений, 2. невозможность использования этого подхода в случае плавного изменения эффективных масс (диффузия на гетерогранице), 3. трудности при описании гетерограниц со сложной геометрией и при контакте нескольких материалов. Кроме того, при некотором выборе граничных условий возникают нефизические решения (интерфейсные состояния).
В настоящей работе предложено чрезвычайно простое обобщение 6-kp модели на случай гетероструктур, свободное от этих недостатков. Предложен также конечно-разностный аналог оператора Шредингера 6-kp модели на сдвинутых сетках, который является эрмитовым, компактным и дивергентным. Также предложен эффективный итерационный метод поиска основного и первого возбужденного состояний основанный на методе расщепления.
Уравнение Шредингера в случае непостоянных эффективных масс

Волновая функция 
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, описывающая распределение электронов в системе состоящей из кремниевой матрицы с германиевыми квантовыми точками представляет собой вектор из 6 компонент 
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. Стационарное уравнение Шредингера для нее имеет вид [3,4]
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Здесь 
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 - потенциал, 
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 - коэффициент спин-орбитального взаимодействия, 
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 - соответствующая этому взаимодействию постоянная матрица, 
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- энергия стационарного состояния, 
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 - оператор, имеющий вид
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Здесь 
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, 
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 - коэффициенты, связанные с эффективными массами. Наличие коэф-фициента 
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 связано с попыткой обобщения kp модели на случай непостоянных в пространстве эффективных масс. Как легко видеть при 
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const параметр 
[image: image16.wmf]m

 исчезает. Строгого вывода уравнений в случае 
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const не существует. Требуя естественную симметрию уравнений относительно поворотов, можно понять, что при 
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const в качестве членов гамильтониана, связанных с 
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 можно взять именно эту линейную комбинацию. Оператор (1) эрмитов.
Исследования выявили следующее свойство 6-зонной kp в случае непостоянных коэффициентов. Существует регион значений параметра 
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 который определяется величинами 
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 входящих в гетероструктуру материалов, в котором спектр оператора Гамильтона 
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 является нефизическим. А именно, качественная зависимость энергии 
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, соответствующей локализованной в окрестности квантовой точки собственной функции оператора 
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 от характерного пространственного масштаба собственной функции 
[image: image25.wmf]R

 такова. При малых значениях 
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 энергия растет с ростом 
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, однако начиная с некоторого значения она начинает падать. При 
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 имеется асимптотика 
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. Волновая функция при 
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 оказывается локализованной около границы контакта двух материалов с разными параметрами в слое толщиной 
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 и имеет характерный масштаб осцилляций вдоль контактной границы также порядка 
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. Эта ситуация эквивалентна ситуации с отрицательной массой и является нефизической. Характерное значение пространственного масштаба 
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 при котором 
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 становится равной энергии состояния с волновой функцией, обладающей наибольшим пространственным масштабом имеет порядок нанометра.
К такому выводу приводит рассмотрение задач о полосе германия в кремнии и о контакте полупространств германия и кремния. Оказывается, что в зависимости от 
[image: image36.wmf]m

 возможно 3 варианта зависимости энергии состояния от характерного пространственного масштаба собственной функции 
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. При 
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 большем некоторого 
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 имеется зависимость описанная выше. Это нефизический случай. При 
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 энергия 
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 возрастает 
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, при 
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. Этот вариант с точки зрения физики лучше предыдущего, но также не совсем хорош. При 
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 зависимость 
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 физическая: энергия растет с уменьшением 
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, а начиная с некоторого 
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 связанных состояний не существует. Заметим, что для всех применяемых на практике пар материалов (Ge, Si, Ga, As, AlAs, InAs, GaAs, GaSb, InP, InN, GaN, AlN, InN, GaP, AlP) физически правильные решения имеют место при 
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 близком к нулю.
Остановимся на том, как проявляются нефизические эффекты при решении задач на собственные значения численными методами. Для этого заметим, что использование разностных методов ограничивает наименьший масштаб задачи шагом разностной сетки 
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. Поэтому при поиске основного состояния оператора 
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 со значениями 
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 дающими нефизический эффект в случае структур с масштабом несколько десятков и более нанометров в качестве основной будет выделятся гармоника с наименьшим пространственным масштабом. Уменьшение шага сетки 
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 будет создавать иллюзию сходимости разностного решения к этой гармонике. Однако как только шаг сетки станет 
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 возникнут локализованные на контактной границе мелкомасштабные гармоники и численное решение будет носить явно нефизический характер. Поскольку многомерные задачи требуют больших вычислительных ресурсов, то возможна ситуация, когда вычисления производятся не на достаточно мелкой сетке, дающей правильный с точки зрения соответствия дифференциальной задаче (но не физике!) результат. Излагаемые особенности численного решения подтверждаются решением описанных ниже задач. При больших характерных размерах задачи ограниченность мелкого масштаба шагом разностной сетки является своеобразным фильтром, регуляризатором для некорректной исходной дифференциальной задачи. Однако для систем с размерами порядка нанометров шаг сетки сравним с критическим масштабом и требуется выбора конкретного значения 
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.

Конечно-разностный аналог оператора Шредингера

Наличие смешанных производных создает определенные трудности при конструировании эрмитового конечно-разностного аналога оператора Шредингера. Эти трудности исчезают если вычислять различные компоненты волновой функции и задавать различные коэффициенты в разных узлах:
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. Коэффициенты 
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 будем задавать в точках 
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 - в точках 
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. При вычислении членов с сомножителем 
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 в 
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 функция 
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 вычисляется в точках 
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, а при вычислении членов с сомножителем 
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 - в точках 
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. Поскольку 
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 является заданной функцией вычисление этого параметра в разных точках не представляет трудности.
Вычисление различных величин на сдвинутых сетках позволяет естественным образом аппроксимировать оператор 
[image: image72.wmf]M

 и компактным но и обеспечивает эрмитовость, компактность и дивергентность его конечно-разностного аналога. 

Аппроксимация членов, связанных с 
[image: image73.wmf]U

 в уравнении Шредингера не вызывает затруднений. Но вследствие вычисления компонент 
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 на сдвинутых сетках для построения эрмитового конечно-разностного аналога членов с 
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 в случае этих коэффициентов, зависящих от координат, понадобятся дополнительные усилия. Поступим следующим образом. Для аппроксимации выражения вида 
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 в некоторой точке pqr, не совпадающей с точками задания функций 
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 и 
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 вычислим в этой точке величину 
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 путем усреднения величин 
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 в точку pqr. С помощью аналогичного усреднения 
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 вычислим величину 
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 в точках egh, в которых вычисляется 
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-компонента волновой функции. Затем усредним 
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 в точку pqr. Обозначим результат через 
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. В качестве 
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 в точке pqr возьмем величину 
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. Можно показать, что такая аппроксимация является эрмитовой.
Поиск основного состояния
Для поиска основного состояния (наименьшего собственного значения 
[image: image88.wmf]E

) и соответствующего ему волновой функции 
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 используем  итерационный процесс, который, по-существу, представляет собой решение уравнения теплопроводности (уравнения Шредингера с мнимым временем) на установление. В силу эрмитовости 
[image: image90.wmf]H

, при достаточном числе итераций будет выделяться гармоника с наименьшим 
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. Для увеличения параметра итераций 
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 (шага по 'времени') и устойчивости итераций применим следующую неявную схему:
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Здесь под дифференциальными операторами подразумеваются их конечно-разностные аналоги, n - номер итерации. Под 
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 понимается m-компонента функции 
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 за вычетом членов с 
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. Уравнения решались с помощью разложения в ряды Фурье по 
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 и прогонкой по 
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. Величина 
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 связана с энергией
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следующим образом. В начале итераций 
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. При достаточно малом 
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Член с 
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 в итерационном процессе необходим потому, что используемая схема является схемой расщепления, которую можно представить в виде 
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 где оператор 
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 зависит от 
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 и 
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 и совпадает с конечно-разностным аналогом оператора Шредингера только в пределе 
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Результаты расчетов
Рассмотрим случай германиевой (
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 эВ) квантовой точки имеющей форму правильной пирамиды высотой 1 нм и квадратным основанием с ребром 10 нм. Основание пирамиды покоится на смачивающей поверхности из германия толщиной 0.54 нм. Квантовая точка помещена в матрицу из кремния (
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 эВ). Расчеты показывают, что в случае 
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 волновая функция основного состояния локализована в центральной части пирамиды. Расчеты на различных сетках говорят о том, что при шагах сетки 
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 погрешность вычислений не превышает 7 %.
В случае 
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m

=

 получить физически разумное решение не удается. Максимумы волновой функции, соответствующей состоянию с наименьшей энергией достигаются на границе германий-кремний, на распределении 
[image: image128.wmf]2
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 появляются мелкомасштабные осцилляции. При этом энергия основного состояния уменьшается при уменьшении шага сетки. Сходимость по шагам пространственной сетки отсутствует. Сходимость итераций также очень плохая. Эти результаты находятся в полном соответствии с аргументами высказанными выше.

Работа поддержана интеграционным проектом СО РАН № 43.
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