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The issues of numerical modeling of the retrospective problem of thermal convection
of a high inhomogeneous incompressible conducting fluid are considered. These models
are used, for example, when studying the processes of evolution of sedimentary basins
and salt diapirs in the crust, heat convection in the Earth’s mantle, the movement of
continents under the influence of mantle flow and many other problems in geophysics.
The numerical simulation of the retrospective problems for these models is a relatively
new direction in the field of geodynamics. Attention to these problems is increasing
due to the increased performance of modern computers and the expanding range of
applications. A mathematical model thermoconvective flow of highly viscous fluid in
the backward direction in time includes the boundary value problem to determine of
the velocity field and the final value problem to determine the temperature. To get
quality results of the numerical implementation of the problem should be carried out on
a sufficiently fine mesh with the involvement of multiprocessor computers. Sufficiently
effective methods and algorithms for numerical simulation of problems that would break
it up into several independent subproblems and solve them in parallel were developed.
The results of numerical simulation of the restoration of the temperature field in the
Japan Sea during preceding 30 million years will be presented.

Введение.
Рассматривается задача численного моделирования тепловой конвекции высоковяз-

кой неоднородной несжимаемой теплопроводной жидкости в обратном направлении
времени. Привлечение моделей механики высоковязкой жидкости для моделирования
различных процессов в недрах Земли получило широкое распространение, как в Рос-
сии, так и за рубежом [1-14]. Подобные модели используются, например, при изуче-
нии процессов эволюции осадочных бассейнов [9], [11] и соляных диапиров [13], [14]
в земной коре, тепловой конвекции в мантии Земли [1-8], движения континентов под
действием мантийных течений [10] и ряда других задач геофизики. Динамика солевых
комплексов привлекает пристальное внимание геологов и геофизиков, в особенности
специалистов по деформациям осадочных пород, горных инженеров, разведчиков недр
и инженеров по подземным сооружениям. Это связано с тем, что подобные структуры
могут приводить к обвалам, создавать ловушки для углеводородов, являться хранили-
щами радиоактивных отходов. Исследование, к примеру, соляных куполов важно для
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народного хозяйства, т.к. практически все нефтегазовые резервы планеты связаны с со-
ляными структурами. Чтобы понять историю осадконакопления, эрозии и деформации
в осадочных бассейнах, необходимо реконструировать эволюцию бассейна в обратном
времени. Большой интерес представляет трехмерное моделирование процесса зарож-
дения, развития и формирования теплового мантийного диапира (плюма), вызванного
внутренней гравитационной неустойчивостью неоднородной среды [12], [13]. Совершен-
ствование методов сейсмической томографии земных недр и других методов позволяет
получать более детальную информацию о строении Земли. Привлечение математиче-
ского моделирования для анализа геолого-геофизических данных приводит к лучше-
му пониманию природных явлений. Решение обратных задач [15-17] в рамках данных
математических моделей с помощью методов решения некорректных задач является
новым направлением исследований в области геодинамики. Интерес к таким задачам
возрастает в связи с увеличением производительности современных ЭВМ, развитием
программных средств и расширяющимся кругом приложений. Совместный анализ гео-
физических данных и результатов численного моделирования приводит к лучшему по-
ниманию природы явлений.

Математическая модель ретроспективной задачи.
Математическая модель термоконвективных течений высоковязкой ньютоновской

неоднородной несжимаемой жидкости в обратном направлении времени в приближении
Буссинеска включает в себя краевую задачу для определения поля скоростей [18], [19]

∇p = −∇
[
η(T )

(
∇u + (∇u)T

)]
+ F(T ), x ∈ Ω, (1)

u · n = 0, ∂uτ/∂n = 0, x ∈ ∂Ω1, u = u0, x ∈ ∂Ω2, (2)

∇ · u = 0, x ∈ Ω, (3)

∂T/∂t + u · ∇T = ∇2T + f(t,x), t ∈ [0, ϑ], x ∈ Ω, (4)

σ1T + σ2∂T/∂n = T∗, t ∈ [0, ϑ], x ∈ ∂Ω, (5)

T (ϑ,x) = χ(x), x ∈ ∂Ω. (6)

Здесь Ω — модельная область, x = (x1, x2, x3); u = (u1, u2, u3) — вектор скорости
движения жидкости; F (T ) — вектор внешних массовых сил; n — единичный вектор
внешней нормали в точках границы ∂Ω области Ω; p — давление; η — вязкость; ∂uτ/∂n
— проекция вектора скорости на касательную плоскость в точках границы; ∇ — опера-
ция взятия градиента; ∇· — операция взятия дивергенции; ∇2 — оператор Лапласа; T —
температура; f — плотность внутренних источников тепла; σ1,σ2 — некоторые кусочно-
гладкие неотрицательные функции на ∂Ω (σ2

1 + σ2
2 > 0). Исходной информацией для

решения задачи является функция χ(·). Физические параметры жидкости (температу-
ра, скорость, давление, вязкость, плотность) считаются переменными, зависящими от
времени и пространственных координат. Вязкость и плотность зависят от температуры.
Соотношения (1)-(6) приведены в безразмерном виде. Подробно переход к безразмер-
ным уравнениям рассмотрен в [20].

Ретроспективная задача естественной тепловой конвекции формулируется следую-
щим образом: найти поле скоростей u = u(t ,x), давление p = p(t,x) и температуру
T = T (t,x), удовлетворяющие при в области задачам (1)-(3) и (4)-(6). Хорошо извест-
но, что ретроспективная задача естественной тепловой конвекции является некоррект-
ной и требует для численного решения привлечения методов регуляризации. В пакетах
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инженерных программ подобного рода математические модели не реализованы в виде
программного кода (решателя). Для реализации таких моделей необходимо разработать
алгоритм численного решения, обладающий свойством устойчивости к малым возмуще-
ниям исходных данных и неизбежно возникающей численной погрешности в проведе-
нии вычислений. Численное моделирование подобных задач, равно как и большинства
задач математической физики, сопряжено с большими объемами вычислений и привле-
чением больших вычислительных ресурсов. Для получения качественных результатов
необходимо проводить расчеты на достаточно мелких сетках, что и приводит к неко-
торым дополнительным и повышенным требованиям к вычислительному устройству.
Такие вычисления имеет смысл проводить на многопроцессорных вычислительных си-
стемах. Они являются мощным и эффективным инструментом в решении подобных
задач. Однако для их использования необходимо разработать соответствующие методы
и алгоритмы, которые позволят разбить исходную задачу на несколько независимых
частей (подзадач) и решать их параллельно.

Алгоритм решения ретроспективной задачи.
Назначим момент времени t = ϑ стартовой точкой начального этапа вычислений.

Выберем достаточно малый отрезок времени [tl, ϑ] , tl > 0, и зададим разбиение
{tk = tl + τk, k = 0, ..., K; τK = ϑ− tl}. Символом T k будем обозначать значение соот-
ветствующей сеточной функции T в момент времени tk ∈ [tl, ϑ]. Для момента времени
t = ϑ решением задачи (1)-(3) находится распределение поля скоростей u(ϑ, ·) и пола-
гается u(t, ·) = u(ϑ, ·). Поставим в соответствие задаче (4), (5) ее дискретный аналог,
который в операторном виде можно записать в виде двухслойной неявной схемы ап-
проксимации конвективного (C) и диффузионного (D) членов

T k+1 = (E + τC + τD)−1
[
T k + τfk

]
, ET = T, T 0 = T (tl, ·). (7)

Задача (7) реализуется в прямом времени и определяет однопараметрическое семейство
решений, зависящих от параметра T 0 . Основное требование к дискретным операторам
C и D заключается в выполнении равенств D∗ = D > 0 и C∗ = −C. Заметим, что для
оператора S

0 < S = (E + τC + τD)−1 ≤ E (8)

и задача (7) будет однозначно разрешимой и устойчивой для произвольного τ > 0 [21].
Для краевой задачи (3)-(5) могут быть использованы различные способы аппрокси-
мации дифференциальных операторов, необходимо чтобы в дискретной задаче сохра-
нялись все физические законы, которые лежат в основе модели. Более подробно эти
вопросы рассмотрены в работе [22].

Обозначим Aϕ = T (ϑ, ·; ϕ) = SKϕ+ τ
K∑

i=1
Si−1f i−1, где T (ϑ, ·; ϕ) обозначается распре-

деление температуры в момент времени t = ϑ, которое реализуется для заданного поля
скоростей из начального (подлежащего определению) состояния температуры ϕ. Для
решения ретроспективной задачи (4)-(6) построим итерационный процесс, основанный
на последовательном уточнении начального состояния из решения задачи Aϕ = χ Для
решения данного операторного уравнения используется неявный двухслойный итера-
ционный метод

B
ϕn+1 − ϕn

βn

= rn, rn(·) ∆
= T (ϑ, ·; ϕn)− χ(·), n = 0, 1, ... , ϕ0(·) = 0. (9)
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При этом B = B∗ > 0 и последовательность βn подчиним условию βn → 0. Для стаци-
онарных операторов A и B, устойчивость итерационного процесса определяется опе-
раторным неравенством βn ≤ 2A−1(B− E) [21]. Оператор B оказывает влияние на
скорость сходимости итерационного процесса (9). Его будем строить в виде B = E + D,
что обеспечит сходимость итерационного процесса в соответствующем пространстве
Соболева W 1

2 (Ω). Другими словами, удается добиться сходимости не только самих ап-
проксимаций, но и их первых производных. Выбор параметра в (9) будем осуществлять
методом скорейшего спуска. Он заключается в минимизации нормы

βn = argmin
{∥∥∥ϕn+1 − T 0

∥∥∥
2

B
: βn ∈ (0, +∞)

}
, 〈yn, zn〉B = 〈Byn, zn〉 ,

где символом 〈·, ·〉 обозначается скалярное произведение в гильбертовом пространстве
L2(Ω) и ‖ϕ‖2 = 〈ϕ, ϕ〉.

В результате вычисляется последовательность приближений {ϕn} и ‖ϕn‖B → ‖T 0‖B.
Вычисления следует прекратить, когда JN = ε, выбор параметра ε согласуется с точ-
ностью решения задачи (4), (5). Например, можно предложить выбирать ε равным
квадрату диаметра сетки расчетной области, если методы дискретизации дифференци-
альных операторов в (4) и (5) теоретически имеют второй порядок точности. Примем
ϕN за аппроксимацию искомой температуры в момент времени t = tl. Данный момент
времени будет определять стартовую точку очередного этапа вычислений. Все описан-
ные действия будут повторяться до тех пор, пока возможен выбор tl > 0 .

Программная реализация ретроспективной задачи.
Пакет программ OpenFOAM (Open Source Field Operation And Manipulation) пред-

назначен для проведения численных расчетов широкого спектра моделей механики
жидкости и газа [23], [24]. Этот проект с открытым кодом разрабатывается фирмой
OpenCFD Limited и является аналогом таких коммерческих инженерных пакетов про-
грамм как ANSYS (компании ANSYS Inc.) и некоторых других аналогичных пакетов
для численного моделирования физических процессов, происходящих в жидких и га-
зовых средах. Интерес к пакетам инженерных вычислений постоянно возрастает. Это
обусловлено расширением круга прикладных задач в различных областях человеческих
знаний, которые могут быть численно реализованы на современных ЭВМ. Также идет
развитие средств коммуникации и развитие вычислительных комплексов. OpenFOAM
- свободно распространяемый пакет инженерных программ для проведения числен-
ных расчетов механики сплошной среды. В его разработке принимают участие десят-
ки научных организаций. Он представляет собой открытую объектно ориентированную
платформу, реализованная на языке программирования С++, обладает большой функ-
циональностью и удовлетворяет требованиям, предъявляемым к пакетам прикладных
программ, допускает реализацию приложений на мультипроцессорных кластерах. По
содержанию он представляет собой библиотеку классов языка С++ для операционной
системы Linux, в которой реализованы процедуры решения дифференциальных урав-
нений с частными производными в произвольной пространственной области. Для орга-
низации параллельных вычислений с состав дистрибутива включается пакет OpenMPI.
Для обработки результаты вычислений импортируется в формат данных VTK (Visual
ToolKit) и могут обрабатываться системами визуализации открытого доступа.

Для демонстрации описанного алгоритма представим результаты восстановления
температурного поля коры и верхней мантии в районе Японского моря в геологическом
прошлом. Температура (левый кадр рисунка), которая служит исходной информацией
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для решения обратной ретроспективной задачи, восстановлена по данным сейсмической
томографии [25].

Для моделирования были использованы следующие параметры: размеры модель-
ной области [4000, 4000, 800] км; F (T ) = RaT , число Рэлея 6 · 105. На верхней грани
модельной области задавались скорости движения среды, на остальных гранях задава-
лось условия идеального скольжения с непроницаемостью. Вязкость распределялась по
закону Аррениуса. Для температуры на верхней и нижней гранях фиксировалось значе-
ния 300K и 2000K соответственно, на боковых гранях определялись условия теплоизо-
лированности. Внутренними источниками тепла пренебрегаем. Исходная задача (1)-(6)
дискретизировалась 150×150×150 конечными объемами. На рисунке оттенками синего
цвета представлена температурная аномалия δT = (T − Tmiddle)/∆T , ∆T = 1700K, со-
ответствующие значениям δT равным [−0.05,−0.07]. Данная температурная аномалия
определяет местоположение вещества, имеющего более низкую температуру по отно-
шению к температуре окружающего вещества. Оттенками красного цвета [+0.05, +0.07]
представлены слои более горячего вещества в мантии. На правом кадре рисунка пред-
ставлена температурная аномалия, восстановленная на момент времени в 30 млн. лет
назад. Расчеты выполнены на мультипроцессорном комплексе "УРАН"(Институт ма-
тематики и механики УрО РАН).

Рис. 1. Расчет модельного примера.
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