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Use of a natural assumption on the form of the caloric equation of state (internal
energy) of the medium for planar, cylindrically and spherically symmetric motion made
it possible to obtain the relations that give a one-to-one correspondence between the
�rst partial spatial derivatives (gradients) of the pressure, density, mass velocity of
gas behind the shock or detonation front (surface of strong discontinuity) and the
time derivative of velocity (acceleration) of the front. The assumption is based on
the fact that, taking into account the thermal equation of state, the total internal
energy, including both the thermodynamic part and potential chemical energy, can be
represented as a function of pressure and density. This holds for both inert media and
reaction products in the state of chemical equilibrium.

Â ãàçîâîé äèíàìèêå ïîä ñèëüíûì ðàçðûâîì ïîíèìàþò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â
ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ, ìàññîâîé ñêîðîñòè u , äàâëåíèÿ p è
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñïëîøíîé ñðåäû èìåþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Âåëè÷èíû ðàçðûâîâ
ýòèõ ôóíêöèé íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, à óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ñîîòíîøå-
íèÿì � óðàâíåíèÿì ñèëüíîãî ðàçðûâà [1]. Òàê äëÿ ñèëüíîãî ðàçðûâà òèïà ¾óäàðíàÿ
âîëíà¿ ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

ρ∗(D − u∗) = ρ0(D − u0),
p∗ + ρ∗(D − u∗)

2 = p0 + ρ0(D − u0)
2,

U(p∗, ρ∗) + p∗/ρ∗ + (D − u∗)
2/2 = U0 + p0/ρ0 + (D − u0)

2.
(1)

Îíè âûðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè íà óäàðíîì ôðîíòå (ïî-
âåðõíîñòè ðàçðûâà). Çäåñü D � ñêîðîñòü ôðîíòà, U � óäåëüíàÿ (íà åäèíèöó ìàññû)
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû; èíäåêñàìè 0 è ∗ îáîçíà÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
âåëè÷èí ïåðåä ôðîíòîì (â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè) è íåïîñðåäñòâåííî çà ôðîíòîì âîëíû
ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì òåïëîâîãî ýôôåêòà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé
ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïðèìåíèìû è äëÿ äåòîíàöèîííîãî ôðîíòà (ñèëüíîãî ðàçðûâà ñ
òåïëîâûäåëåíèåì) [2, 3].

Åñëè äâèæåíèå ñðåäû çà ôðîíòîì îïèñûâàåòñÿ ãëàäêèì îäíîìåðíûì ðåøåíèåì, à
ïàðàìåòðû ïåðåä ôðîíòîì ïîñòîÿííû, òî ìîæíî óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ÷àñòíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé (×ÏÏ) ôóíêöèè ëþáîãî ãàçîäèíàìè÷å-
ñêîãî ïàðàìåòðà � (∂y/∂r)∗ , ãäå y = {ρ, u, p} , è ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñêîðîñòè
(óñêîðåíèåì) ôðîíòà � dD/dt . Äëÿ îäíîìåðíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñîâåðøåí-
íîãî ãàçà òàêèå ×ÏÏ çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðèâåäåíû â [4], ãäå â äàëüíåéøåì
îíè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè çàòóõàíèÿ óäàðíûõ âîëí. Çäåñü óìåñòíî òàê-
æå îòìåòèòü áëèçêóþ ïî òåìàòèêå ðàáîòó [5], ãäå ïîëó÷åíû ×ÏÏ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
ôóíêöèé çà èñêðèâëåííîé ñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíîé, íà êîòîðóþ íàáåãàåò ðàâíî-
ìåðíûé ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê. Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå óñêîðåíèÿ
ôðîíòà íà ×ÏÏ.
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Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ôîðìóë äëÿ ×ÏÏ, ïðåäñòàâëåííûõ â [4], â çíà÷èòåëüíîé ìå-
ðå îãðàíè÷åíà óñëîâèÿìè ìîäåëè ñîâåðøåííîãî ãàçà [6], â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëàãàþò, ÷òî
ãàç ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì, õèìè÷åñêè èíåðòíûì è èìååò ïîñòîÿííûé ïîêàçàòåëü àäèàáà-
òû � γ = (∂ ln p/∂ ln ρ)S = const , ãäå S � ýíòðîïèÿ âåùåñòâà. Íàïðèìåð, ïîëó÷åííûå
ðàíåå ôîðìóëû íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ òàêèõ âàæíûõ â ïðàêòè÷åñêîì îòíî-
øåíèè ñëó÷àåâ êàê: 1) äâèæåíèÿ ãàçà çà ñèëüíûìè óäàðíûìè âîëíàìè, êîãäà âîçìîæíû
íàðóøåíèå óñëîâèé åãî èäåàëüíîñòè, âîçáóæäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è
äèññîöèàöèÿ ìîëåêóë; 2) ðàâíîâåñíûå òå÷åíèÿ ðåàãèðóþùèõ ãàçîâ çà ôðîíòîì äåòîíà-
öèè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â õèìè÷åñêè àêòèâíîé ñðåäå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óäàëîñü ñíÿòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ åñòåñòâåí-
íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ê ôîðìå çàïèñè âíóòðåííåé ýíåðãèè U . Ïðåäïîëîæåíèå îñíîâàíî
íà òîì, ÷òî ñ ó÷åòîì òåðìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð: óðàâíåíèÿ Êëà-
ïåéðîíà � Ìåíäåëååâà èëè óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà) ïîëíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ
U = Uth + Uch , âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ êðîìå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè Uth è ïîòåí-
öèàëüíóþ õèìè÷åñêóþ ýíåðãèþ Uch, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè äàâëåíèÿ è
ïëîòíîñòè � U = U(p, ρ) . Ýòî èìååò ìåñòî, êàê äëÿ èíåðòíûõ ñðåä, òàê è äëÿ ïðîäóê-
òîâ ðåàêöèè â ñîñòîÿíèè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ñì. íàïðèìåð, [7]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ñîâåðøåííîãî ãàçà èìååì U = 1/(γ−1)·p/ρ+const. Ïðè òàêîé ôîðìå çàïèñè âíóòðåííåé
ýíåðãèè, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè, ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü çâóêà c â ñðåäå
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

c2 = (∂p/∂ρ)S = (p/ρ2 − Uρ)/Up , Up = (∂U/∂p)ρ , Uρ = (∂U/∂ρ)p . (2)

Ïðè âûâîäå èñêîìûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå äîïîë-
íèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóñòü â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè óäàðíàÿ èëè äåòîíàöè-
îííàÿ âîëíà ñ ìãíîâåííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé çà ôðîíòîì äâèæåòñÿ ïî ñïëîøíîé (â
îáùåì ñëó÷àå õèìè÷åñêè àêòèâíîé) ñðåäå ñ çàäàííûìè ãàçîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðà-
ìè. Óñëîâèå î ìãíîâåííîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè îçíà÷àåò, ÷òî çà ôðîíòîì ðåàëèçóåòñÿ
ðàâíîâåñíîå òå÷åíèå ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Ïîëàãàåì, ÷òî U = U(p, ρ) èçâåñòíàÿ, â îáùåì
âèäå íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äåòîíàöèè èç-çà íåîáðàòèìîñòè õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè U0 ̸= U(p0, ρ0).

Äèôôåðåíöèðóÿ (1) ïî D , ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ dy∗/dD, ãäå y∗ = {ρ∗, u∗, p∗} . Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó íàõîäèì:

dρ∗
dD

=
ρ∗ − ρ0
D − u0

· ρ∗
ρ0

A,
du∗

dD
=

u∗ − u0

D − u0

(A+ 1),
dp∗
dD

=
p∗ − p0
D − u0

(A+ 2),

A =
2 + (1/ρ∗ − 1/ρ0)/(Up)∗

(1/M∗)2 − 1
,

(3)

ãäå M∗ = (D− u∗)/c∗ � ÷èñëî Ìàõà îòíîñèòåëüíîãî ïîòîêà çà ôðîíòîì âîëíû. Ñîîòíî-
øåíèÿ (3) ìîæíî çàïèñàòü è â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå:

d ln(ρ∗ − ρ0)

d lnM0

=
ρ∗
ρ0

· A, d ln(u∗ − u0)

d lnM0

= A+ 1,
d ln(p∗ − p0)

d lnM0

= A+ 2,

ãäå M0 = (D − u0)/c0 � ÷èñëî Ìàõà îòíîñèòåëüíîãî ïîòîêà ïåðåä ôðîíòîì.
Â ðàáîòàõ ïîêàçàíî [1, 3], ÷òî åñëè ñïëîøíàÿ ñðåäà îáëàäàåò ¾íîðìàëüíûìè¿ [8]

òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òî äëÿ óäàðíûõ è äåòîíàöèîííûõ âîëí âûïîëíÿþòñÿ
åñòåñòâåííûå íåðàâåíñòâà:

p∗ > p0 , ρ∗ > ρ0 , u∗ > u0 , M0 > 1 , M∗ < 1. (4)



Î ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ... 3

Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé òàêæå ñëåäóåò, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà A â ôîðìóëàõ (3)
âñåãäà ïîëîæèòåëüíà (A > 0), ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ρ∗ áóäåò âîç-
ðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ôðîíòà (dρ∗/dD > 0). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâåðøåííîãî
ãàçà A = 2/(M2

0 − 1).
Äàëåå ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, îïèñàííûì â [4].

Òàê äëÿ îäíîìåðíûõ äâèæåíèé ëþáîé ãàçîäèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð ñðåäû çàâèñèò òîëü-
êî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû r (r ≥ 0) è âðåìåíè t, ò.å. y = y(r, t). Åñ-
ëè îïðåäåëÿòü òåêóùóþ êîîðäèíàòó ôðîíòà âîëíû r∗ â âèäå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè îò âðåìåíè (âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò öåíòðà) � r∗ = r∗(t), òîãäà äëÿ ôðîí-
òîâûõ ïàðàìåòðîâ y∗ = {ρ∗, u∗, p∗} èìååì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè y∗ = y(r∗(t), t) =
y∗(t). Ïðè÷åì ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïàðàìåòðîâ ïî âðåìåíè ñâÿçàíû ñ ïåðâûìè ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè àíàëîãè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çà ôðîíòîì ïî t � (∂y/∂t)∗ è êîîðäèíàòå
r � (∂y/∂r)∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dy∗

dt
=

dy∗

dD
· dD
dt

=

(
∂y

∂t

)
∗
+D

(
∂y

∂r

)
∗
. (5)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñêîðîñòü ôðîíòà � D = dr∗/dt.
Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïëîñ-

êèõ äâèæåíèé (N = 0), à òàêæå äâèæåíèé ñ îñåâîé (N = 1) è öåíòðàëüíîé (N = 2)
ñèììåòðèåé ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó [9]:

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r
+ ρ

∂u

∂r
= −m,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+

1

ρ

∂p

∂r
= −i,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂r
− c2

(
∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r

)
= −e,

(6)

ãäå m = ρuN/r, i = 0, e = 0.
Ïîñêîëüêó ýòè óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òå÷åíèÿ ãàçà, ïðèìûêàþùåãî ê ôðîí-

òó âîëíû, òî èñêëþ÷àÿ â (6) ñ ïîìîùüþ (5) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (∂y/∂t)∗ , ïîëó÷èì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (∂y/∂r)∗. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ñ ó÷åòîì (3),
íàéäåì èñêîìûå ×ÏÏ ôóíêöèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çà ôðîíòîì âîëíû (ïî-
âåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà):(

∂ρ

∂r

)
∗
=

1

M2
∗ − 1

{
[3(A+ 1)− A/M2

∗ ]
ρ∗ − ρ0

c2∗
· dD
dt

+
M∗m∗

c∗
+

ρ∗i∗
c2∗

+
e∗

M∗c3∗

}
,

(
∂u

∂r

)
∗
=

1

M2
∗ − 1

{
ρ0
ρ∗

(2A+ 3)
u∗ − u0

c2∗
· dD
dt

+
m∗

ρ∗
+

M∗i∗
c∗

+
e∗
ρ∗c2∗

}
, (7)

(
∂p

∂r

)
∗
=

1

M2
∗ − 1

{
ρ0
ρ∗

[A+ 2 + (A+ 1)/M2
∗ ]
p∗ − p0

c2∗
· dD
dt

+M∗c∗m∗ + ρ∗i∗ +
M∗e∗
c∗

}
,

ãäå m∗ = ρ∗u∗N/r∗, i∗ = 0, e∗ = 0. Ïî-âèäèìîìó (7) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå êîìïàêòíîé ôîð-
ìîé çàïèñè äëÿ (∂y/∂r)∗. Ïðè ïîïûòêå ïðåîáðàçîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (1), îíè
ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè è òåðÿþò íàãëÿäíîñòü. Êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ïðà-
âèëüíîñòè âûâîäà ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå. Òàê ïðè ïîäñòàíîâêå
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â (7) èçâåñòíûõ ôîðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (1) â ñîâåðøåííîì ãàçå [1]:

ρ∗
ρ0

=
D − u0

D − u∗
=

(γ + 1)M2
0

(γ − 1)M2
0 + 2

,
p∗
p0

=
2γ

γ + 1
M2

0 − γ − 1

γ + 1
,

M2
∗ =

2 + (γ − 1)M2
0

2γM2
0 − (γ − 1)

, c2∗ = γ
p∗
ρ∗

, c20 = γ
p0
ρ0

.

(8)

ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì, ðàíåå ïîëó÷åííûì â [4] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãàç
ïåðåä ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïîêîèòñÿ (u0 = 0).

Íàèáîëåå ïðîñòî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ×ÏÏ âûãëÿäÿò ïðè èçîòåðìè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ
ãàçà (p/ρ = const). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ôîðìóëàõ (8) ïîëîæèòü γ = 1. Òîãäà èç (3)
íàõîäèì:

dρ∗/dD = 2ρ0M0/c0 , dp∗/dD = 2ρ0c0M0 , du∗/dD = 1 + 1/M2
0 , (9)

è ñîîòâåòñòâåííî èç (7) ñ ó÷åòîì, ÷òî dD/dt = c0dM0/dt , ïîëó÷àåì:(
∂ρ

∂r

)
∗
=

1

c20

(
∂p

∂r

)
∗
= −ρ0

c0
· M

2
0 (M

2
0 + 3)

M2
0 − 1

· dM0

dt
− ρ0M

2
0

(
1 +

M0

M2
0 − 1

· u0

c0

)
N

r∗
,(

∂u

∂r

)
∗
= − 3M2

0 + 1

M0(M2
0 − 1)

· dM0

dt
− c0M0

(
1 +

M0

M2
0 − 1

· u0

c0

)
N

r∗
.

(10)

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå, ÷òî â (10) ïðîèçâîäíûå (∂y/∂r)∗ ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
M0 è ïðè N = 0 ýòè ôîðìóëû åùå áîëåå óïðîùàþòñÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (7) ìîãóò áûòü îáîáùåíû è íà äðóãèå âèäû äâèæåíèé ñðåäû. Òàê â
ñëó÷àå êâàçèîäíîìåðíûõ òå÷åíèé ãàçà â òðóáå ñ ïåðåìåííîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ σ = σ(r) äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â âûðàæåíèè äëÿ m ñèñòåìû (6), à çíà÷èò è
â ðåøåíèè (7), îòíîøåíèå N/r íà ïðîèçâîäíóþ d(lnσ)/dr. Çàìåòèì, ÷òî â êàíàëüíîì
ïðèáëèæåíèè ïðèíöèïèàëüíî íåòðóäíî ó÷åñòü òàêæå ïîòåðè íà òðåíèå è òåïëîîòâîä â
ñòåíêè òðóáû [10]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè i è e óðàâíåíèé ñèñòåìû (6) óæå íå ðàâíû
íóëþ, à ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ρ, u, p è
ãèäðàâëè÷åñêîãî äèàìåòðà êàíàëà, êîòîðûé äëÿ êðóãëîé òðóáû ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì.
Îäíàêî ýòè èçìåíåíèÿ íå âëèÿþò íà õàðàêòåðíóþ ñòðóêòóðó ñîîòíîøåíèé (7).

Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ôîðìóëû òèïà (∂y/∂r)∗ = g∗ · dD/dt + h∗, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ëèíåéíóþ
ñâÿçü ìåæäó ïåðâûìè ×ÏÏ ïàðàìåòðîâ çà ôðîíòîì âîëíû (∂y/∂r)∗ è óñêîðåíèåì ñà-
ìîãî ôðîíòà dD/dt . Â îáùåì âèäå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè g∗ ëåãêî ïî-
ëó÷èòü èç (7). Îíè îáëàäàþò óíèâåðñàëüíîñòüþ è íå çàâèñÿò îò âíåøíèõ óñëîâèé äâè-
æåíèÿ ñðåäû (îò âèäà âûðàæåíèé äëÿ m, i, e). Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðàõ
ρ0, u0, p0, U0 êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòüþ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè U = U(p, ρ) è ñêîðîñòüþ ôðîíòàD. Äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (4), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñòîÿùèå ïåðåä ïðîèçâîäíîé dD/dt îòðèöàòåëüíû.
Òîãäà èç (7), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ, öèëèíäðè÷åñêè è
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ âèäîâ äâèæåíèÿ ïðè óñêîðåíèè ôðîíòà âîëíû ( dD/dt > 0)
ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà óìåíüøàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ôðîí-
òó, ò.å. (∂y/∂r)∗ < 0.

Ñîîòíîøåíèÿ (7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èí-
æåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ îöåíêè çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ (∂y/∂r)∗ ïî èçìåíåíèþ ñêîðîñòè



Î ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ... 5

ôðîíòà âîëíû, ôèêñèðóåìîìó â ýêñïåðèìåíòå. Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì ïðè-
ìåðå, äåìîíñòðèðóþùåì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ ïðè èññëå-
äîâàíèè àïïðîêñèìàöèè ÷èñëåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âáëèçè ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèëüíîìó ðàçðûâó.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî íå ñ ôóíêöèÿìè, à èõ ñåòî÷íûìè àíàëîãàìè. Ïîýòîìó â íà÷àëå, èñïîëüçóÿ ïî-
ëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ dy∗/dD è (∂y/∂r)∗, ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ñåòî÷íîé îáëàñòè, èìåþùåé, íàïðèìåð, ïîäâèæíóþ ïðàâóþ
ãðàíèöó òèïà ¾óäàðíîé âîëíû¿.

Ñåòî÷íûé øàáëîí, îáëàäàþùèé äîñòàòî÷íîé óíèâåðñàëüíîñòüþ äëÿ ðåàëèçàöèè ðàç-
ëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Êîîðäèíàòû òî÷åê (óçëîâ) ïîäâèæíîé
ñåòêè ¾íèæíåãî¿ âðåìåííîãî ñëîÿ t0 îáîçíà÷àåì ÷åðåç rn−j/2 (j = 0, 1, 2, ...), à êîîðäè-
íàòû óçëîâ ¾âåðõíåãî¿ âðåìåííîãî ñëîÿ t = t0 + τ ( τ � øàã ïî âðåìåíè) îáîçíà÷àåì
÷åðåç rn−j/2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê r̃n−j/2 ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ t = t0+ τ/2
ïðèìåíÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ôîðìóëà r̃n−j/2 = (rn−j/2 + rn−j/2)/2. Äëÿ óäîáñòâà ïîñëå-
äóþùåãî èçëîæåíèÿ ïîëàãàåì øàã ïî êîîðäèíàòå ïîñòîÿííûì, òî åñòü rn−j/2 − rn =
rn−j/2 − rn = −jh/2. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ñõåìû áóäóò çàäåéñòâîâàíû
ëèøü íåêîòîðûå óçëû äëÿ ïåðåõîäà ñî ñëîÿ t0 íà ñëîé t = t0 + τ .

Ðèñ. 1. Ñåòî÷íûé øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû

Ïóñòü ïðàâàÿ ãðàíèöà - ïëîñêàÿ (N = 0 ) óäàðíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî
íåïîäâèæíîìó (u0 = 0) èçîòåðìè÷åñêîìó ãàçó, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (9)
è (10). Çàäàäèì ïðè t0 ïðîèçâîëüíî ïîëîæåíèå ôðîíòà âîëíû r∗ , åãî ñêîðîñòü D = c0M0

(à ñëåäîâàòåëüíî, è ôðîíòîâûå ïàðàìåòðû y∗) è óñêîðåíèå dD/dt = c0dM0/dt. Ïîëà-
ãàåì, ÷òî íà ¾íèæíåì¿ ñëîå êîîðäèíàòà ãðàíè÷íîãî óçëà rn = r∗. Òîãäà èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ (9) è (10), ìîæíî ïîñòðîèòü ñåòî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ãà-
çîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé â áëèçè ãðàíèöû íà ¾íèæíåì¿ (yn−j/2) è ¾âåðõíåì¿ (yn−j/2 )
ñëîÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî τ è h:

yn−j/2 = y∗−
jh

2

(∂y
∂r

)
∗
+o(h2) , yn−j/2 = y∗+

dy∗
dD

·dD
dt

τ−(
jh

2
+△r)

(∂y
∂r

)
∗
+o(τ 2+h2) , (11)

ãäå △r = r∗ + Dτ + (dD/dt)τ 2/2 − rn + o(τ 3) � ïîãðåøíîñòü â ðàñ÷åòå ïî ðàçíîñòíîé
ñõåìå êîîðäèíàòû ôðîíòà íà ¾âåðõíåì¿ ñëîå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ ãàçà èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ãîäó-
íîâà [11]. Ïðèâåäåì äëÿ ýòîé ñõåìû ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6), çàïèñàííûå â äèâåðãåíòíîé ôîðìå) ñ ó÷å-
òîì äâèæåíèÿ óçëîâ ñåòêè (ñì. ðèñ. 1) äëÿ ïåðåõîäà ñ ¾íèæíåãî¿ íà ¾âåðõíèé¿ ñëîé:

1
τ
(ρ̂k−j/2 − ρk−j/2) +

1
h
{[ρ̃k(ũk − D̃n)]− [ρ̃k−1(ũk−1 − D̃n)]} = 0, (k = n, n−1, n−2,...)

1
τ
(ρ̂k−j/2 ûk−j/2 − ρk−j/2 uk−j/2) +

1
h
{[p̃k + ρ̃kũk(ũk − D̃n)]−

−[p̃k−1 + ρ̃k−1ũk−1(ũk−1 − D̃n)]} = 0.

(12)
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ãäå D̃ = (rn − rn)/τ � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíè÷íîãî óçëà. Äëÿ âûáðàííîé ñõåìû
ðåøåíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ŷ

k−1/2 (ò.å. âåëè÷èíû ρ̂k−1/2, ûk−1/2 è p̂k−1/2 = c20ρ̂
k−1/2)

îïðåäåëåíû òîëüêî â óçëàõ ñ ïîëóöåëûì íîìåðîì, à ôóíêöèè ỹ
k íà ïðîìåæóòî÷íîì

ñëîå � â óçëàõ ñ öåëûì íîìåðîì. Çíà÷åíèÿ ỹk âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû
yk−1/2 è yk+1/2 ñ ¾íèæíåãî¿ ñëîÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà.

Îãðàíè÷èâàÿñü òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà o(h) ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâà, ìîæ-
íî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ŷ

k−1/2 ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (12) çà îäèí øàã ïî
ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (11) íà ¾âåðõíåì¿ ñëîå. Òàê äëÿ áëèæàéøåãî
(k = n) ê ãðàíèöå óçëà èìååì

ρ̂n−1/2 − ρn−1/2 = −ρ0(M0 − 1)
dM0

dt
· τ
2
+ o(τ 2 + h2),

ûn−1/2 − un−1/2 = −c0
M0 − 1

M2
0

· dM0

dt
· τ
2
+ o(τ 2 + h2),

ò.å. ïîãðåøíîñòü çà îäèí øàã ïîðÿäêà o(τ). Â òîæå âðåìÿ àíàëîãè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü
äëÿ âíóòðåííèõ (k = n− 1, n− 2, ...) óçëîâ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíóo(τ 2 + h2). Òàêèì îáðà-
çîì, âáëèçè ïîäâèæíîé ãðàíèöû òèïà ¾óäàðíîé âîëíû¿ íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàññìîòðåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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