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Constrained interpolation profile (CIP) method is considered. The method is known as a numerical solver for convective transport equation that combines both high-order approximation and taking into account the structure of solution of hyperbolic equation. Modifications of CIP method for conservative and twodimensional cases are proposed. Some applications to multiphase flows are presented.

Введение

В современной вычислительной гидродинамике часто возникают задачи моделирования течений многофазной жидкости, в которых необходимо с большой точностью разрешать конвективный перенос массы, импульса и особенно объемных долей фаз. Выполнение последнего требования обуславливает аккуратную передачу границы раздела фаз. Применение обычных конечно-разностных методов к таким задачам приводит к нежелательному сглаживанию решения либо к значительным затратам вычислительных ресурсов. Поэтому в последнее время широкое распространение получил так называемый метод интерполяционного профиля (МИП). В нем одновременно сочетаются высокий порядок аппроксимации и учет структуры решений гиперболических уравнений. Метод заключается в построении на каждом интервале сетки аппроксимирующего полинома, удовлетворяющего условию сопряжения в узлах.
Существует множество модификаций МИП, основанных на учете свойства консервативности и на вариации степени аппроксимирующего полинома. На данный момент набольшее применение получили аппроксимации полиномом второй, третьей и четвертой степеней. Соответственно различаются условия сопряжения в узлах сетки. Так, на полиномы третьей и четвертой степени накладывается дополнительное условие гладкости производных.  В настоящей работе на примере одномерного уравнения переноса формулируется МИП, основанный на построении полинома третьей степени. На основе аппарата дифференциального приближения проводится анализ данной модификации МИП, позволивший доказать устойчивость метода и определить порядок аппроксимации. Авторами также предлагается вариант консервативного МИП для одномерного случая. За основу консервативного метода был выбран полином четвертого порядка. Коэффициенты полинома определяются с учетом выполнения условий гладкого сопряжения в узлах и дискретного аналога интегрального закона сохранения. Применение полинома четвертого порядка улучшает аппроксимацию, но при решении многомерных задач увеличивает вычислительные затраты. Поэтому в настоящей работе для решения двумерных задач, записанных в дивергентном виде, используется полином второго порядка. Для повышения разрешающей способности метода применяется подход, заключающийся в решении уравнения переноса образа тангенциального преобразования искомой функции. 
Метод интерполяционного профиля для одномерных уравнений

При построении МИП существенно используется свойство решения уравнения переноса с однородной правой частью сохраняться вдоль его характеристики. Приведем формулы неконсервативного МИП для одномерных уравнений.

Рассматривается линейное уравнение переноса с положительным постоянным коэффициентом. В этом случае дополнительные условия задаются на левой и на нижней (начальные условия) границах области, и задача формулируется как
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Можно явно выписать точное решение поставленной задачи (1)
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Предположим, что на  n-ом временном слое известны значения функции и пространственной производной в узлах равномерной сетки 
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 (для удобства назовем его i-ым интервалом) представляется в виде i-ого кубического полинома [1]
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удовлетворяющего условиям согласования
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Из (4) следует система уравнений на коэффициенты полинома
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Для определения значений функции и её пространственной производной на следующем слое по времени воспользуемся соотношениями (2) – вдоль характеристики решение дифференциального уравнения сохраняется. Тогда решение на n+1-й слой по времени переносится с n-го слоя по характеристике уравнения переноса. Предположим, 
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Интервал 
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, определяется величиной числа Куранта 
[image: image25.wmf]a

r

h

t

=

: 
[image: image26.wmf]kil

=-

, где l – целая часть r. 

Заметим, что, продифференцировав исходное уравнение переноса (1) по переменной x,  получим уравнение переноса для 
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имеющее структуру исходного уравнения. Окончательно получаем формулы для функции и ее производной в узле 
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Сравнение решений, полученных МИП и по конечно-разностной схеме

Входные данные задачи (1) заданы следующим образом
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Точное решение этой задачи представляет собой движущуюся вправо с единичной скоростью ступеньку.

Для построения решения МИП необходимо задать начальное и краевое распределения производных искомой функции. В данной постановке начальный профиль есть разрывная функция, в точке разрыва которой ее производная обращается в бесконечность. Были рассмотрены два способа задания производной начального профиля:
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На рис. 1 приведены сравнения точного решения задачи с решениями, полученными МИП и по эволюционной разностной схеме, при различных числах Куранта в момент времени 
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. Черными квадратами отмечены значения численного решения в основных узлах сетки при начальном профиле производной (8). Треугольниками отмечено решение по МИП с начальным распределением 
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 (9). Сплошными линиями нанесены численные решения по МИП для (8), (9), построенные в узлах дополнительного разбиения с шагом 
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. Крестиками отмечено решение, полученное по противопоточной схеме второго порядка
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a) r=0.5: τ=0.025; h=0.05.



   b) r=2: τ=0.1; h=0.05.

Рис. 1. Точное ( —) и численные, полученные МИП (■,▲), а также по схеме (10) (x), решения при числах Куранта 0.5 (слева) и 2 (справа).

Как видно, МИП обладает некоторыми дисперсионными свойствами, которые выражаются в малых осцилляциях у разрыва. При задании распределения производной по формуле (9) осцилляция решения больше, чем у полученного с использованием формулы (8).

Анализ МИП

Из полученных расчетных формул с использованием формул Тейлора выводится дифференциальное приближение (ДП) [2] МИП
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Главный член в погрешности аппроксимации в ДП содержит производную четвертого порядка, что говорит о низком уровне диссипации построенного метода. Из (11) также следует, что МИП имеет порядок аппроксимации 
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 и абсолютно устойчив.

Консервативный метод интерполяционного профиля

Рассматривается одномерное уравнение переноса в дивергентной форме с однородной правой частью.


[image: image53.wmf]0

tx

u

j

+=

,


[image: image54.wmf]()

u

jj

=

.







(12)

При предположении, что 
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получим уравнение переноса с переменным коэффициентом и однородной правой частью
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Рассмотрим для (14) два варианта метода интерполяционного профиля, сохраняющего консервативность [3].

Предположим, как и в неконсервативном случае, что на  n-ом временном слое заданы значения функции в узлах равномерной сетки. Но, кроме этого, известны значения интегралов от функции 
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на каждом интервале сетки. Тогда решение на интервале 
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 можно представить в виде i-ого полинома второй степени
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удовлетворяющего условиям согласования в узлах
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Третье условие на коэффициенты полинома следует из дискретного аналога интегрального закона сохранения
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Полагается
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откуда третье условие может быть представлено в следующем виде
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где интегралы по времени вычисляются по формуле трапеции
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Из условий (16), (17) следует система уравнений на коэффициенты полинома
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Далее решение на новом слое по времени определяется, как и в неконсервативном случае, с использованием свойства решения дифференциального уравнения переноса сохраняться вдоль характеристики.

Пусть 
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где коэффициенты 
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 найдены из системы (18).

Метод интерполяционного профиля для двумерного уравнения переноса

Для решения задач гидродинамики необходимо обобщить созданную методику на случай двух или трех измерений. Будем рассматривать далее обобщение консервативного МИП на многомерные задачи на примере двумерного уравнения переноса [4].

Двумерное уравнение переноса в дивергентной форме с однородной правой частью можно представить в виде
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Обобщение МИП производится методом дробных шагов. На каждом дробном шаге решаются одномерные уравнения для функции и ее производной.

Пусть на n-ом временном слое заданы значения функции и пространственных производных в узлах равномерной сетки
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На первом дробном шаге решаются одномерные уравнения вдоль линий 
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Посредством консервативного МИП вычисляются предварительные значения функции 
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на каждом j-м интервале разбиения линий 
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. Но кроме этого, на промежуточный слой по времени требуется также перенести значения интеграла
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Для этого проинтегрируем уравнение (20) по переменной x на интервале 
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после перестановки знаков интеграла и производной получим уравнение
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являющееся уравнением переноса интеграла (21).

Решая уравнение (22) посредством консервативного МИП, получим на промежуточном слое по времени значения интегралов (21) на каждом интервале сетки 
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На втором дробном шаге решаются уравнения вдоль линий 
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при начальном условии
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Определяются значения функции 
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 в узлах сетки и значения интегралов
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на каждом i-м интервале разбиения линий 
[image: image100.wmf]yconst
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Далее аналогично первому дробному шагу необходимо для каждого интервала 
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  вычислить значения интеграла
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Для этого решается уравнение переноса 
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посредством консервативного МИП. Получим на n+1 слое по времени значения интеграла (24), а также значения двойного интеграла
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Заключение

В данной работе представлен метод интерполяционного профиля, предложена его консервативная модификация, способ распространения на многомерный случай. Проведен априорный сравнительный анализ свойств решения дифференциального уравнения и численных решений, полученных МИП и с помощью разностных схем. Установлено, что метод обладает низкими диссипацией и дисперсией, высоким порядком аппроксимации. Проведены численные расчеты линейных, квазилинейных, нелинейных задач. Решения, полученные МИП и по разностной схеме, сравнены с точным решением дифференциального уравнения. Полученные результаты позволяют надеяться на успешное применение метода интерполяционного профиля для решения многомерных задач течения многофазных сред.
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