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Êàê ó âñåõ òåë ñîïðîòèâëåíèå äåôîðìèðîâàíèþ ó ãîðíûõ ïîðîä âíà÷àëå âîç-
ðàñòàåò, äîñòèãàÿ ïèêà, çàòåì ñ ðîñòîì äåôîðìàöèé ïàäàåò. Ïðè÷åì ïàäåíèå íå
ñêà÷êîîáðàçíîå, à íåïðåðûâíîå, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ íà æåñòêîå íà-
ãðóæåíèå îáðàçöîâ, ïðè êîòîðîì êîíòðîëèðóþòñÿ ñìåùåíèÿ çàõâàòîâ èñïûòàòåëü-
íûõ ìàøèí. Â ðàáîòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äî-
ïðåäåëüíîãî è çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãîðíûõ ïîðîä, îòðàæàþùèõ èçìå-
íåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû ñ ðîñòîì äåôîðìàöèé. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
äâóõ ïàñïîðòíûõ çàâèñèìîñòåé ãîðíûõ ïîðîä, îäíà èç êîòîðûõ èìååò âèä ïðÿìîé
ëèíèè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðèìåíåíèè ê îïèñàíèþ ñîñòîÿíèé ïëîñêîé äåôîðìà-
öèè ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è îòíîñèòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêî-
ìó òèïó. Ïðè÷åì õàðàêòåðèñòèê â ñëó÷àå çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãîðíûõ
ïîðîä íå äâå, à ÷åòûðå. Â îáùåì ñëó÷àå îíè ïîïàðíî íåîðòîãîíàëüíû, çàâèñÿò îò
çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñïàäà, ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ñðåäû, óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Îïðå-
äåëåíû õàðàêòåðèñòèêè, ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ, ñâÿçûâàþùèå ÷åòûðå
ïàðàìåòðà - ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, óãîë ïî-
âîðîòà, óãîë, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî íà îäíîì
è òîì æå êîíòóðå çàäàâàòü è âåêòîð Êîøè, è âåêòîð ñìåùåíèé (çàäà÷à Êîøè).
Èññëåäîâàëèñü òåîðèè çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êàê äåôîðìàöèîííîãî òè-
ïà, ñâÿçûâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ñ äåôîðìàöèÿìè, òàê è òåîðèè òèïà ïëàñòè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è î äâóìåðíîì ñæàòèè ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì, êîãäà â îêðåñòíîñòè
îòâåðñòèÿ ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â îáëàñòè çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

×àñòü 1. Îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Íà ðèñóíêå 1. ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè σz = f(εz), σz = g(εφ), ãäå z ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì îáðàçóþùåé ñïëîøíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà, φ � ñ òàíãåíöèàëüíûì
íàïðàâëåíèåì.

Íà ïðåäñòàâëåííûõ çàâèñèìîñòÿõ öèôðàìè óêàçàíî çíà÷åíèÿ áîêîâîãî äàâëåíèÿ,
ïðèëîæåííîãî ê îáðàçöàì, σz � îñåâîå ñæèìàþùåå íàïðÿæåíèå; εz, εφ � äåôîðìàöèè.
Âèäíà çàêîíîìåðíîñòü: ÷åì áîëüøå áîêîâîå äàâëåíèå, òåì êðèâûå âûøå è äëèííåå.

Ïîïûòàåìñÿ ýòè çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâèòü â êëàññè÷åñêîì òåíçîðíîì áàçèñå, îäèí èç
îðòîâ êîòîðîãî � øàðîâîé òåíçîð, äðóãîé � äåâèàòîð. Òî åñòü òåíçîðû Tσ, Tε ðàññìîòðèì
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Ðèñ. 1. Ïîëíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ïåñ÷àíèêà [1]

â íà÷àëå â áàçèñå:

T1 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , T2 = 1√
6

 −2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , T3 = 1√
2

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 . (1)

Êîîðäèíàòû Tσ, Tε çäåñü ðàâíû:

S1 =
√
3 σr +

∆σz√
3
, S2 = −2∆σz√

6
, S3 = 0;

Ω1 =
√
3 εr +

2∆εr +∆εz√
3

,Ω2 =
2(∆εr −∆εz)√

6
,Ω3 = 0.

Çàâèñèìîñòè S1 = S1(Ω1), S2 = S2(Ω2) äëÿ ïåñ÷àíèêà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2. Âèäíà

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè S1 = S1(Ω1) (ðèñ. a), S2 = S2(Ω2) (ðèñ. b) äëÿ ïåñ÷àíèêà ïî äàííûì [1]

äèëàòàíñèÿ (ðèñ. 2 ñëåâà), íà ðèñ. 2 ñïðàâà îòñóòñòâóåò ¾åäèíàÿ¿ çàâèñèìîñòü.
Ïîâåðíåì áàçèñ (1) âîêðóã îðòà T3 íà óãîë φ∗ = 35.260. Èñïîëüçóåì ïðè ýòîì äëÿ

äàííîãî çíà÷åíèÿ óãëà φ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:{
Sm = S1 cosφ− S2 sinφ, Sl = S1 sinφ+ S2 cosφ,
Ωm = Ω1 cosφ− Ω2 sinφ, Ωl = Ω1 sinφ+ Ω2 cosφ.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè Sm = Sm(Ωm), Sl = Sl(Ωl).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè Sm = Sm(Ωm) (ðèñ. a), Sl = Sl(Ωl) (ðèñ. b) äëÿ ïåñ÷àíèêà ïî äàííûì [1]

Ïåðâàÿ çàâèñèìîñòü ðèñóíêà 3 àïïðîêñèìèðóåòñÿ óðàâíåíèåì

Sm = 3.2× 104Ωm (ÌÏà) (2)

ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè R = 0.937. Âòîðàÿ çàâèñèìîñòü �

Sl = −2 · 10−7Ω6
l +4 · 10−5Ω5

l − 3.4 · 10−3Ω4
l +0.1289Ω3

l − 2.5074Ω2
l +22.006Ωl − 18.108 (3)

ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè R = 0.901.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî (2) ñïðàâåäëèâà êàê äëÿ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, êàê äëÿ ïëà-

ñòè÷åñêîãî, òàê è äëÿ çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (àíàëîã çàâèñèìîñòè σ = kε äëÿ
ìåòàëëîâ, ãäå σ - ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, ε � ñðåäíÿÿ äåôîðìàöèÿ). Êðîìå òîãî óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü (3) ÿâëÿåòñÿ åäèíîé (àíàëîã ¾åäèíîé¿ çàâèñèìîñòè σi ∼ εi äëÿ
ìåòàëëîâ, ãäå σi, εi � èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî).

×àñòü 2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Õàðàêòåðèñòèêè è ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ ãîðíûõ ïîðîä â ñëó÷àå çàïðåäåëüíîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì (2), (3) äëÿ îïèñàíèÿ çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåîðèè òèïà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ èìåþò âèä:

∆τ ′ =
∆σx −∆σy

2
cos 2θ +∆τxy sin 2θ, ∆τ ′′ =

∆σx −∆σy
2

sin 2θ +∆τxy cos 2θ.

−∆εx −∆εy
2

sin 2θ +∆εxy cos 2θ =
1

2µ

(
−∆σx −∆σy

2
sin 2θ +∆τxy cos 2θ

)
(4)

∆Ωl =
(
∆εx−∆εy

2
cos 2θ +∆εxy sin 2θ

)
cosφ∗ +

∆εx+∆εy
2

sinφ∗ =

= − 1
2µ∗

[(
∆σx−∆σy

2
cos 2θ +∆τxy sin 2θ

)
cosφ∗ +

∆σx+∆σy

2
sinφ∗

]
,

(5)

∆Ωm = −
(
∆εx−∆εy

2
cos 2θ +∆εxy sin 2θ

)
sinφ∗ +

∆εx+∆εy
2

cosφ∗ =

= 1
2k

[
−

(
∆σx−∆σy

2
cos 2θ +∆τxy sin 2θ

)
sinφ∗ +

∆σx+∆σy

2
cosφ∗

]
.

(6)

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èìåþò âèä: (4), (5),
(6), ãäå 2µ∗ � ìîäóëü ñïàäà íà êðèâîé Sl = Sl(Ωl) (ðèñ. 3), 2k � ìîäóëü óïðóãîñòè íà
êðèâîé Sm = Sm(Ωm), 2µ � ìîäóëü óïðóãîñòè íà êðèâîé Sl = Sl(Ωl).
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Ðèñ. 4. Ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ äåâèàòîðíîé, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåêòîðû T (äåâèàòîð), ∆τ ′

(ïðîñòîå äîãðóæåíèå â òåðìèíîëîãèè [2, 3])

Ïîäñòàíîâêà (4), (5), (6), â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé. Õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì â
âèäå:

λ = tg(θ + β), ãäå

(tgβ)1, 2, 3, 4 = ±
√
2

2

√
a+

√
b

c
±

√
2

2

√
a−

√
b

c
,

a =
(
1 +

µ∗

k

)
cos 2φ∗+

2µ∗

µ
, b =

(
1 +

µ∗

k

)2

cos2 2φ∗−
4µ∗

k
, c = 1− µ∗

k
−

(
1 +

µ∗

k

)
sin 2φ∗,

ò.å. èìååì ÷åòûðå ïîïàðíî íåîðòîãîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ñâÿ-
çûâàþò ÷åòûðå ïàðàìåòðà: ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå Ò, ñðåäíåå íàïðÿæå-
íèå σ, óãîë θ, çàäàþùèé ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ îñåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé Tσ, êîìïîíåíòó
âåêòîðà ïîâîðîòà ωz:[(

C − 1
2µ

)
sin 2β − (A+ 2B + C) tgβ

]
∆σx+∆σy

2
+

(
C − 1

2µ

)
sin(2β) ·∆T+

+2T
[(
C − 1

2µ

)
cos 2β −B

]
∆θ +∆ωz = const.

Äëÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ çíàòü íà îäíîé è òîé æå ãðàíèöå è âåêòîð íàïðÿæåíèé Êîøè,
è âåêòîð ñìåùåíèé. Ïðè ýòîì ∆gn = (C∆T−B∆σ) sin 2(θ − φ) + 2T∆θ cos 2(θ−φ)

2µ
−∆ωz ,

∆gt = −(C∆T−B∆σ) cos 2(θ − φ) + 2T∆θ sin 2(θ−φ)
2µ

+ A∆σ ,

{
∆pn = ∆σx cos

2 φ+∆σy sin
2 φ+∆τxy sin 2φ ,

∆pt = ∆τxy cos 2φ− ∆σx−∆σy

2
sin 2φ ,

èëè {
∆pn = ∆σ +∆Tcos 2(θ − φ)− 2T∆θ sin 2(θ − φ) ,
∆pt = ∆Tsin 2(θ − φ) + 2T∆cos 2(θ − φ) .

ãäå ∆gn, ∆gt � êîìïîíåíòû ïðîèçâîäíîé âåêòîðà ïðèðàùåíèé ñìåùåíèé ïî êàñàòåëüíîé
ê ãðàíè÷íîé êðèâîé.
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×àñòü 3. Ðåøåíèå çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè ìàññèâà ïîðîä âîêðóã âûðàáîòêè.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î çàïðåäåëüíîì äåôîðìèðîâàíèè ìàññèâà
ïîðîä âîêðóã öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè. Ïîñòðîåíî ïîëå íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé â îá-
ëàñòè çàïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé è â îáëàñòè óïðóãîñòè. Ãðàíèöà ðàçäåëà ýòèõ îáëàñòåé
èìååò âèä ýëëèïñà. Ðåøåíèå â îáëàñòè óïðóãîñòè íàõîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóë Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè. Ïîòåíöèàëû φ è ψ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

φ′(σ) = 1
ℵ+1

σ2w′2(σ)

w
′( 1

σ )
σy−σx+2iτxy

2

∣∣∣
ϑ
+ ℵw′(σ)

ℵ+1
σy+σx

2

∣∣∣
ϑ
− 2µ iσw′(σ)

(ℵ+1)w
′( 1

σ )
(ux − iuy)

′
ϑ

ψ(σ) = ℵφ
(
1
σ

)
− w

(
1
σ

)
φ′(σ)
w′(σ)

− 2µ (ux − iuy)|θ

(7)

Êàê óæå ñêàçàíî, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ãðàíèöû, îòäåëÿþùåé îáëàñòè
óïðóãîãî è çàïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé
è ñìåùåíèé â ýòèõ îáëàñòÿõ. Â ôîðìóëàõ (7) ux, uy, σx, σy, iτxy � ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé w(σ) � îòîáðàæàþùàÿ íà êðóã ôóíêöèÿ. Çàäà÷à ðàññ÷èòûâàëàñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïî èçâåñòíûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ñìåùåíèé ur, uφ íà êîíòóðå âûðàáîòêè
îïðåäåëÿëèñü ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé T, σ, θ, ωz. Äàëåå, äâèãàÿñü ïî ÷åòûðåì
õàðàêòåðèñòèêàì, îïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé âíóòðè îáëàñòè âïëîòü äî ãðà-
íèöû óïðóãîñòè, íà êîòîðîé T = Te, Γ = Γe, ãäå Te, Γe � ïðåäåëû óïðóãîñòè. Ïî
èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, ñìåùåíèé íà ýòîé ãðàíèöå âîññòàíàâ-
ëèâàëèñü ïîòåíöèàëû φ è ψ ïî ôîðìóëàì (7). Îïðåäåëÿëèñü íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè,
ñìåùåíèÿ â îáëàñòè óïðóãîñòè. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
A, B, C â ãðàíè÷íûõ çàâèñèìîñòÿõ

ur = A+B cos 2φ, uφ = C sin 2φ.

Âûâîäû

1. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãîãî è íåóïðóãîãî (çàïðåäåëüíîãî) äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ñ äâóìÿ ïàñïîðòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåäû, îäíà èç
êîòîðûõ � ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

2. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà çàäà÷ î ðàçðóøåíèè ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä âîêðóã
âûðàáîòîê íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ñîîòíîøåíèé.
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