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Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, ñìåùåíèé, ïó-

ñòîò, âêëþ÷åíèé â ìàññèâå ãîðíûõ ïîðîä ïî äàííûì èçìåðåíèé ñìåùåíèé íà åãî

ïîâåðõíîñòè.

Áëèæå âñåãî ê äàííîé òåìàòèêå ïîäõîäÿò ðàáîòû [1-12]. Â [1-3] ïðåäëîæåí ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî � àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ÍÄÑ ìàññèâà ïîðîä. Â ÷åì åãî ñóòü?
Ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ îáíàæåíèé è â ïðèìåíå-
íèè ýòîé èíôîðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÍÄÑ ìàññèâà ïîðîä. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñìåùåíèé âíóòðè ìàññèâà ïîðîä ðåøàåòñÿ âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè è
íèêàê íå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé ïîâåðõíîñòè. Ïî íàéäåííûì
ñìåùåíèÿì âíóòðè îáëàñòè íàõîäÿòñÿ çàòåì äåôîðìàöèè, íàïðÿæåíèÿ è ò.ä. Ïðèìåðíî
ïî òàêîé æå ñõåìå ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ â [4-6]. Ñóòü èõ òàêàÿ æå. Áåðåòñÿ ïåðâàÿ, âòîðàÿ
èëè òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷è ñ êàêèìè-òî çàäàííûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöàõ, îòûñêèâà-
åòñÿ ðåøåíèå ñ íåêîòîðîé ñâîáîäîé â çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ýòà ñâîáîäà îãðàíè-
÷èâàåòñÿ ñòðåìëåíèåì ïðèáëèçèòüñÿ ê ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì ñìåùåíèé íà êàêîé � òî
çàäàííîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè îáíàæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü ðàáîòû [7-12] ñ ñîâåð-
øåííî íîâîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷ êîãäà èçíà÷àëüíî ðåøàåòñÿ íå êðàåâàÿ çàäà÷à òåîðèè
óïðóãîñòè, à çàäà÷à Êîøè ñ çàäàííûìè íà îäíîé è òîé æå ãðàíèöå ñàìîé ôóíêöèåé è å¼
ïðîèçâîäíîé. Â äàííîì ñëó÷àå ðîëü ôóíêöèè èãðàþò ñìåùåíèÿ, à å¼ ïðîèçâîäíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ äåôîðìàöèè èëè íàïðÿæåíèÿ. Íèæå ýòà ïîñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî � äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà,
åãî äåôåêòíîñòè ïî äàííûì èçìåðåíèé ñìåùåíèé íà åãî ãðàíèöå.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È Ïóñòü çàäàíî ïîëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîé ïëîñêî-
ñòüþ z = 0 . Ñèñòåìà êîîðäèíàò - x0yz.

Ïóñòü íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà çàäàíû ñìåùåíèÿ â âèäå ôóíêöèé äâóõ ïåðå-
ìåííûõ x, y:

u = u(x, y), v = v(x, y), w = w(x, y). (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðè ïîëóïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σij,j = 0. (2)

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà:

σx =
E

(1− 2ν)(1 + ν)
[ν εy + ν εz + (1− ν), εx] ,

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò � 09-05-00327-à), ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûå ïðîåêòû � 61, 69, 74).
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σy =
E

(1− 2ν)(1 + ν)
[ν εx + ν εz + (1− ν), εy]

σz =
E

(1− 2ν)(1 + ν)
[ν εx + ν εy + (1− ν) εz] (3)

τxy = 2µ

(
∂ u

∂y
+
∂ v

∂x

)
=

E

1 + ν

(
∂ u

∂y
+
∂ v

∂x

)
,

τxz = 2µ εxz = µ

(
∂ u

∂z
+
∂ w

∂x

)
,

τyz = 2µ εyz = µ

(
∂ v

∂z
+
∂ w

∂y

)
,

ãäå E - ìîäóëü Þíãà, ν - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, 2µ = E
1+ν

.
Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Êîøè:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i.) (4)

Ïóñòü åù¼ âíóòðè ïîëóïðîñòðàíñòâà èìåþòñÿ íåêîòîðûå ïîëîñòè, âèä êîòîðûõ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåèçâåñòåí. Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ýòèõ ïóñòîò. Ïóñòü L - îäíà èç
ýòèõ ïîëîñòåé è n - íîðìàëü ê å¼ ïîâåðõíîñòè. Òàê êàê ïîëîñòü ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé,
òî íà å¼ ãðàíèöå äîëæíû èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

σijnj = 0. (5)

Îòìåòèì, ÷òî (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ íà-
ïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ nx, ny, nz. ×òîáû ðåøåíèå (5) ñóùåñòâîâàëî íåîáõîäèìî, ÷òîáû
å¼ îïðåäåëèòåëü ∆ áûë íóëåâîé. Òàê êàê

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
σx τxy τxz
τxy σy τyz
τxz τyz σz

∣∣∣∣∣∣∣ , (6)

òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîñòè â äàííîé òî÷êå ìàññèâà ïîðîä åñòü

∆ = 0. (7)

Åñëè ïîëîñòü íàãðóæåíà êàêèì-òî äàâëåíèåì p, òî âìåñòî (5) ñëåäóåò ïèñàòü
σx nx + τxy ny + τxz nz = p nx,
τxy nx + σy ny + τyz nz = p ny,
τxz nx + τxy ny + σz nz = p nz.

(5)′

Òîãäà âìåñòî ∆ ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣
σx − p τxy τxz
τxy σy − p τyz
τxz τyz σz − p

∣∣∣∣∣∣∣ .(6)′

Ïðîâåðÿÿ â êàæäîé òî÷êå ïîëóïðîñòðàíñòâà óñëîâèå ∆′ = 0, ìåíÿåì p. Â ïðèíöèïå
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå p, ïðè êîòîðîì óñëîâèå ∆′ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
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íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè K. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â ýòîì ìåñòå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñó-
ùåñòâóåò ïîëîñòü, íàãðóæåííàÿ äàâëåíèåì p.

Íåñêîëüêî ñëîâ î æåñòêèõ âêëþ÷åíèÿõ. Êàê è ïðåæäå (ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëîñòè),
ïðîâåðÿåì óñëîâèå

(u, v, w) = (u0, v0, w0), (8)

ãäå u0, v0, w0 - íåêîòîðûå íàïåðåä çàäàííûå ÷èñëà. Åñëè óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ âäîëü
íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòèM , òî âîçìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòüM îãðàíè÷èâàåò íåêî-
òîðîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå, êîòîðîå äâèæåòñÿ â ìàññèâå ïîðîä êàê öåëîå ñî ñìåùåíèÿìè
(u0, v0, w0).
ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
Ïðåæäå âñåãî èç äâóõ óñëîâèé: èç (1) è óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ïîëóïðîñòðàíñòâî ñâîáîäíî
îò íàïðÿæåíèé, ÷òî îçíà÷àåò
σz = 0, τzx = 0, τzy = 0 ïðè z = 0,
íàéäåì âñå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè íà êîíòóðå z = 0.

Èç òîãî, ÷òî u = u(x, y), v = v(x, y), w = w(x, y) - èçâåñòíûå ôóíêöèè, ñëåäóåò, ÷òî
âîçìîæíî îïðåäåëèòü1) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ýòèõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì x, y, òî
åñòü âîçìîæíî íàéòè äåôîðìàöèè

εx =
∂ u

∂ x
, εy =

∂ v

∂ y
, εxy =

1

2

(
∂ u

∂ y
+
∂ v

∂ x

)
, (9)

íàéòè êîìïîíåíòó âåêòîðà ïîâîðîòà ω = rot u âäîëü îñè z:

ωz =
1

2

(
∂ v

∂ x
− ∂ u

∂ y

)
. (10)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé. Èç òîãî, ÷òî σz = 0, τzx = 0,
τzy = 0 ïðè z = 0 è çàêîíà Ãóêà â ôîðìå (3) ñëåäóåò, ÷òî

εz =
∂ w

∂ z
= − ν

1− ν
(εx + εy) ,

∂ u

∂ z
= −∂ w

∂ x
,
∂ v

∂ z
= −∂ w

∂ y
, (11)

òî åñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé u, v, w ïî ïåðåìåííîé z â ïëîñêîñòè
z = 0 îïðåäåëÿþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò â ñèëó (3), ÷òî ïðè z = 0 ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè
íàïðÿæåíèÿ σx, σy, τxy è íåäîñòàþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîâîðîòà ω = rot u. Â ñèëó
(12) îíè ðàâíû

ωx =
1

2

(
∂ w

∂ y
− ∂ v

∂ x

)
=
∂ w

∂ y
, ωy =

1

2

(
∂ u

∂ z
− ∂ w

∂ x

)
= −∂ w

∂ x
. (12)

Çíàÿ âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé Tσ íà êîíòóðå z = 0, ìîæíî îöåíèòü óæå
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà: ïî êàêîìó-ëèáî êðèòåðèþ
îïðåäåëèòü íàëè÷èå íà ïëîñêîñòè z = 0 çîí ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, çîí çàïðåäåëü-
íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà. Åñëè îíè èìåþò ìåñòî, òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ
ïëîñêîñòè z = 0 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïåðåðàñ÷åò ïðîèçâîäíûõ ∂w

∂ z
, ∂ u
∂ z
, ∂ v
∂ z

ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íå çàêîíà Ãóêà, à äðóãèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, îòâå÷àþùèõ òîìó èëè
äðóãîìó íåóïðóãîìó ñîñòîÿíèþ ñðåäû. Ïðîèçâåñòè çàòåì ïåðåîöåíêó â ðàññìàòðèâàå-
ìûõ òî÷êàõ íàïðÿæåíèé σx, σy, τxy íåäîñòàþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïîâîðîòà ω: ωx,

1Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ u , v , w ñóùåñòâóåò.
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ωy. Òàêèì îáðàçîì íà óðîâíå z = 0 âñå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ïîâîðîòà ω îïðåäåëÿþòñÿ. Äàëüíåéøàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ýòèõ
âåëè÷èí è êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèÿ u: u, v, w - íà ãëóáèíå z = −h, ãäå h - ìàëàÿ
âåëè÷èíà, h > 0.

Îïèøåì àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãîñòè. Ïóñòü èç-
âåñòíû âñå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ u íà ãðàíèöå
z = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå z = 0 ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè ïðîèçâîäíûå îò
ýòèõ âåëè÷èí âèäà ∂σx

∂ x
, ∂τxy

∂ y
, ∂τxy

∂ x
, ∂σy
∂ y
, ∂τxz

∂ x
, ∂τyz

∂ y
, òî åñòü â êàæäîì óðàâíåíèè (2) ñëåâà

ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè äâå ïðîèçâîäíûå èç òðåõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü
íåèçâåñòíûå ïðîèçâîäíûå: 

∂τxz
∂z

= −
(
∂σx
∂x

+ ∂τxy
∂y

)
,

∂τyz
∂z

= −
(
∂τxy
∂x

+ ∂σy
∂y

)
,

∂σz
∂z

= −
(
∂τxz
∂x

+ ∂τyz
∂y
− γ

)
.

(13)

Çàïèøåì àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â (14). Èìååì

∂τxz
∂z

= τxz(x,y,0)−τxz(x,y,−h)
h

,
∂τyz
∂z

= τyz(x,y,0)−τyz(x,y,−h)
h

,
∂σz
∂z

= σz(x,y,0)−σz(x,y,−h)
h

.

(14)

Ïðèðàâíèâàÿ (15), (14), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, τxz, τyz, σz íà íèæíåì ñëîå (íà
ñëîå z = −h):

τxz(x, y,−h) = τxz(x, y, 0) + h
(
∂σx
∂x

+ ∂τxy
∂y

)
,

τyz(x, y,−h) = τyz(x, y, 0) + h
(
∂τxy
∂x

+ ∂σy
∂y

)
,

σz(x, y,−h) = σz(x, y, 0) + h
(
∂τxz
∂x

+ ∂τyz
∂y
− γ

)
.

(15)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé íà íèæíåì ñëîå z = −h èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ (12). Èç
íèõ ñëåäóåò, ÷òî

w(x,y,0)−w(x,y,−h)
h

= − ν
1−ν (εx + εy) ,

u(x,y,0)−u(x,y,−h)
h

= −∂ w
∂ x
,

v(x,y,0)−v(x,y,−h)
h

= −∂ w
∂ y
,

(16)

ãäå âûðàæåíèÿ ñëåâà - ýòî ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé u, v, w íà ïëîñêîñòè z = 0. Èç (17)
ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ñìåùåíèé u, v, w íà ãëóáèíå z = −h:

u(x, y,−h) = u(x, y, 0) + h∂w
∂x
,

v(x, y,−h) = v(x, y, 0) + h∂w
∂y
,

w(x, y,−h) = w(x, y, 0) + h ν
1−ν (εx + εy) .

(17)

Òàêèì îáðàçîì ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ. Íà êîíòóðå z = −h ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè è
íàïðÿæåíèÿ σz,τxz, τyz, è ñìåùåíèÿ u, v, w. Äàëüíåéøèé õîä âû÷èñëåíèé ñëåäóþùèé.

Èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà (3) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂w
∂z

èëè äåôîð-
ìàöèÿ εz â âèäå:

εz =
∂ w

∂ z
= − ν

1− ν
(εx + εy) +

1− 2ν

2µ
σz. (18)

Òàêèì æå îáðàçîì èç ïÿòîãî è øåñòîãî óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå

∂ u

∂ z
=
τx z
µ
− ∂ w

∂ x
,
∂ v

∂ z
=
τy z
µ
− ∂ w

∂ y
. (19)
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Äàëåå íàõîäÿòñÿ âñå äåôîðìàöèè, êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîâîðîòà ω, âñå íàïðÿæåíèÿ.
Äåëàåòñÿ îöåíêà è ïåðåîöåíêà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ñëîå z =
−h. Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå îò íàïðÿæåíèé σx, τxy, σy, τxz, τyz â ïëîñêîñòè z = −h.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé íà ñëîå z = −2h èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(2). Ïî ñîîòíîøåíèÿì (19), (20) íàõîäÿòñÿ ñìåùåíèÿ u, v, ω íà ñëîå z = −2h. Òàêæå
äåëàåòñÿ âñå äëÿ ñëîÿ z = −3h, z = −4h è ò.ä. Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ïîñòðîåíî âî âñåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå ïîëå íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ñìåùåíèé äåëàåòñÿ àíàëèç ýòîãî
ïîëÿ íà âîçìîæíóþ äåôåêòíîñòü ïî óêàçàííîé âûøå ñõåìå, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå
ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå (7) èëè ∆′ = 0, óñëîâèå (8). Âåäåòñÿ ïîèñê ïîëîñòåé, æåñòêèõ
âêëþ÷åíèé.

Â êà÷åñòâå òåñòà íà ïëîñêîñòè z = 0 áðàëèñü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ íàïðÿæåíèé è
ñìåùåíèé: ïîëàãàëîñü, ÷òî â âèäå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé çàäàíû íàïðÿæåíèÿ

σz
p

=

[
1− a3

(x2 + y2 +H2)3/2

]
· H2

x2 + y2 +H2
−
[
1 +

1

2

a3

(x2 + y2 +H2)3/2

]
x2 + y2

x2 + y2 +H2
,

τxz
p

=
3

4

2a3hx

(x2 + y2 +H2)5/2
,
τyz
p

=
3

4

2a3hy

(x2 + y2 +H2)5/2
,

ïåðåìåùåíèÿ

ux
p

= −
[

1− 2ν

E
+

a3

4µ(x2 + y2 +H2)3/2

]
· x, uy

p
= −

[
1− 2ν

E
+

a3

4µ(x2 + y2 +H2)3/2

]
· y,

uz
p

= −
[

1− 2ν

E
+

a3

4µ(x2 + y2 +H2)3/2

]
·H.

Ïî äàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé, ñìåùåíèé íà ãðàíèöå z = 0 ïî óêàçàííîé âû-
øå ñõåìå îïðåäåëÿëîñü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, ñìåùåíèé íà ñëîÿõ
z = −h, z = −2h, z = −3h è òàê äàëåå. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè øà-
ãå h = 0.1H ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ðàñ÷åòû äîñòàòî÷íî áëèçêè ê
àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â
òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x, y,−H ïîñëåäíåå èìååò âèä

σρ
p

= −
(

1− a3

ρ3

)
,
σθ
p

= −
(

1 +
a3

2ρ3

)
=
∂σΨ

p
, (20)

ãäå ρ =
√
x2 + y2 + (z +H)2.

Äàëåå ñîñòàâëÿëñÿ îïðåäåëèòåëü ∆ ñîãëàñíî (6). Â ãëàâíûõ îñÿõ åãî âèä∣∣∣∣∣∣∣
σρ 0 0
0 σθ 0
0 0 σΨ

= 0

∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòñþäà ïîëó÷àåì σρ = 0 èëè óðàâíåíèå ñôåðû ρ = a. Èç-çà íåäîñòàòêà ìåñòà çäåñü
íå ïðèâîäÿòñÿ êàðòèíêè, èëëþñòðèðóþùèå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõ è àíàëèòè÷åñêèõ
çàâèñèìîñòåé.
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