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Ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè ìîäåëåé óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè èçî-
òðîïíûõ ñðåä â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ. Â îñíîâå ïîäõî-
äà ëåæèò ïîñòðîåíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ/ñèë ìåæýëåìåíòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ îòêëèê àíñàìáëÿ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé îòêëèêó
ìîäåëèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ðàçâèòûé ôîðìàëèçì äåëàåò âîçìîæíûì ðåàëèçà-
öèþ ðàçëè÷íûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé â ðàìêàõ ìåòîäà ÷àñòèö äëÿ èçó÷åíèÿ ïðî-
öåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ òâåðäîôàçíûõ ñðåä ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

1. Ââåäåíèå

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (ÌÄÒÒ) ÿâëÿåòñÿ
ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èõ ïðèìåíåíèå ê ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ äåôîðìèðî-
âàíèåì è ðàçðóøåíèåì ãåòåðîãåííûõ ìàòåðèàëîâ. Ïåðñïåêòèâíûì êëàññîì ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ÌÄÒÒ, àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ÷àñòèö.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé òåðìèí ÿâëÿåòñÿ ñîáèðàòåëüíûì è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåñü-
ìà ðàçíîïëàíîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, êàê îòíîñÿùèåñÿ ê ¾êëàññè÷åñêèì¿ ïðåäñòàâèòå-
ëÿì äèñêðåòíîãî ïîäõîäà â ìåõàíèêå, òàê è áåçñåòî÷íûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä (íàïðèìåð, ìåòîä ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ [1], ìåòîä
ñãëàæåííûõ ÷àñòèö SPH [2], SPAM [3] è ò.ä.). Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ê ìåòî-
äàì ÷àñòèö îòíîñÿò è íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ðåàëèçàöèè òðàäèöèîííûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, òàêèå êàê particle-�nite element method [4].

Â ðàìêàõ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ìåòîäîâ ÷àñòèö ìîäåëèðóåìàÿ ñðåäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àí-
ñàìáëåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (ýëåìåíòîâ) êîíå÷íîãî ðàçìåðà è îïðåäåëåííîé èñ-
õîäíîé ôîðìû. Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà-
Ýéëåðà, à åãî ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà � âèäîì è ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà/ñèë ìåæýëå-
ìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðåäñòàâèòåëåé äàííîé ãðóïïû ìåòî-
äîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (ÌÄÝ). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÌÄÝ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äåôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ãðàíóëèðîâàí-
íûõ (ñûïó÷èõ) è ñëàáîñâÿçàííûõ ñðåäàõ, â ÷àñòíîñòè, ðåîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé òà-
êèõ ñèñòåì, ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ è ïåðåìåøèâàíèÿ [5]. Â òî æå âðåìÿ, äî ïîñëåäíåãî
âðåìåíè âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÌÄÝ äëÿ èçó÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé â êîí-
ñîëèäèðîâàííûõ ñðåäàõ îãðàíè÷èâàëèñü õðóïêèìè ïîðèñòûìè ìàòåðèàëàìè [6, 7], ÷òî
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ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòî÷íûì ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ äèñêðåò-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ìîäåëåé â ðàìêàõ ÌÄÝ îñíîâàíî íà
èñïîëüçîâàíèè ïàðíûõ (äâóõ÷àñòè÷íûõ) ïîòåíöèàëîâ/ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ.
Äàííîå óïðîùåíèå ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ âîçíèêíîâåíèåì ðÿäà èñêóññòâåííûõ ïðîÿâ-
ëåíèé îòêëèêà àíñàìáëÿ ÷àñòèö, íå ïðèñóùèõ ìîäåëèðóåìîé ñðåäå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îäíîé
èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ â ÌÄÝ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëîâ/ñèë âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ îòêëèê àíñàìáëÿ ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùèé îòêëèêó êîíñîëèäè-
ðîâàííûõ òâåðäûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íîé ðåîëîãèåé (óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé, âÿçêî-óïðóãîé è
ò.ä.). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå ïîòåíöèàëû/ñèëû äîëæíû áûòü ìíîãî÷àñòè÷íûìè.

2. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Àâòîðàìè ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ
äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ êîíñîëèäè-
ðîâàííûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä. Â îñíîâå ïîäõîäà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ôîðìû çàïèñè ñè-
ëû âçàèìîäåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íîé çàïèñè ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ ïîãðóæåííîãî àòî-
ìà. Â îáùåì ñëó÷àå ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà äèñêðåòíûé ýëåìåíò i, çàïèñûâàåòñÿ êàê
ñóïåðïîçèöèÿ ¾ïàðíûõ¿ ñîñòàâëÿþùèõ Fpair

ij , çàâèñÿùèõ îò åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïî-
ëîæåíèÿ/ïåðåìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ¾ñîñåäåé¿ j, è îáúåìíîçàâèñÿùåé ñîñòàâëÿþùåé
F

Ω
i , ñâÿçàííîé ñ ñîâìåñòíûì âëèÿíèåì îêðóæåíèÿ:
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Ω
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ãäå mi � ìàññà ýëåìåíòà i, Ri � åãî ðàäèóñ-âåêòîð, Ni � ÷èñëî ¾ñîñåäåé¿ ýëåìåíòà i. Àâ-
òîðû ïðåäëàãàþò ñëåäóþùóþ îáùóþ ôîðìó çàïèñè îáúåìíîçàâèñÿùåé ñîñòàâëÿþùåé
F
Ω
i , ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëîêàëüíî èçîòðîïíûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íîé ðåîëîãèåé [8]:

F
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PiSijnij, (2)

ãäå Pi � äàâëåíèå â îáúåìå äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà i, Sij � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ i è j, nij � åäèíè÷íûé âåêòîð, îðèåíòèðîâàííûé âäîëü ëèíèè,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ ýëåìåíòîâ. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1)
ìîæíî ñâåñòè ê ñóììå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ïàð ýëåìåíòîâ è îäíîçíà÷íî ðàçäåëèòü èõ
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ij) è òàíãåíöèàëüíóþ (Ft
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Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (3) ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåìåíòîâ â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ [5, 6, 7], åå ïðèíöèïèàëüíûì
îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íîñòü.

Ïðèìåíÿåìûé â ðàáîòå ñïîñîá ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ Pi îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ
çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé â îáúåìå äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà [7]:

σi
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1
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Ni∑
j=1

qijSijτij cos θij,α sin θij,β

)
, (4)
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ãäå α, β = x, y, z; Vi � òåêóùåå çíà÷åíèå îáúåìà ýëåìåíòà i ; qij � ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà ìàññ ýëåìåíòà i äî öåíòðàëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäîì j ;
Θij,α � óãîë ìåæäó ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
i è j, è îñüþ α ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ.1); σij è τij � óäåëüíûå çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ i è j, îïðåäåëÿåìûå îò-
íîøåíèåì ïîëíûõ çíà÷åíèé ñèë (Fn

ij è Ft
ij) ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ Sij.

Âû÷èñëåííûå òàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû äàâëåíèÿ Pi = −σi

mean = (σi
xxn +σi

yy +σi
zz)/3, à òàêæå äðóãèõ

èíâàðèàíòîâ, íàïðèìåð, èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ óãëà θij,α ìåæäó ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ i è j, è îñüþ α ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (α = x). Çäåñü j, k, l, m,
n � èíäåêñû ýëåìåíòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ýëåìåíòîì i.

Êàê ñëåäóåò èç (3)-(4), öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà
ê îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âûðàæåíèé
äëÿ σij è τij, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìûå õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíè÷åñêîãî îòêëèêà àíñàì-
áëÿ ýëåìåíòîâ. Ñ ó÷åòîì (4) ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåôîðìó-
ëèðîâàíû èç ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìîäåëèðóåìîé ñðåäû.

Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíî èçîòðîïíîé ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû àâòîðàìè ïðåäëîæåíû
âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé (σij) è òàíãåíöèàëüíîé (τij) ñîñòàâëÿþùèõ ñèëû ðåàêöèè
äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà i íà âîçäåéñòâèå ñî ñòîðîíû ¾ñîñåäà¿ j. Âèä ýòèõ ñîîòíîøåíèé
àíàëîãè÷åí ñîîòíîøåíèÿì çàêîíà Ãóêà äëÿ äèàãîíàëüíîé è íåäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Â ãèïîóïðóãîé ôîðìå îíè èìåþò âèä:∆σij = 2Gi∆εi(j) +

(
1− 2Gi

Ki

)
∆σi

mean

∆τij = 2Gi∆γi(j)

(6)

ãäå Gi è Ki � ìîäóëè ñäâèãà è âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ ìàòåðèàëà ýëåìåíòà i ; ∆εij è ∆γεij
� íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ
ýëåìåíòîâ i è j çà øàã ïî âðåìåíè ∆t, îòíåñåííûå ê ðàçìåðó ýëåìåíòà. Ïîäñòàíîâêîé
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ñîîòíîøåíèé (6) â (4) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäëîæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë ìåæýëå-
ìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå çàêîíà Ãóêà äëÿ
ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé (σi

αβ) è äåôîðìàöèé (εiαβ) â îáú-
åìå ýëåìåíòà i. Îòìåòèì, ÷òî εiαβ îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì
êîìïîíåíòîâ εij è γij âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïàðàõ i -j.

Ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ïàð äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (σij = σji è τij = τji) âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèíèìàþò âèä:∆σij = ∆σji = 2Gi∆εi(j) +

(
1− 2Gi

Ki

)
∆σi

mean = 2Gj∆εj(i) +

(
1− 2Gj

Kj

)
∆σj

mean

∆εi(j)di/2 + ∆εj(i)dj/2 = ∆rij,

(7)

{
∆τij = ∆τji = 2Gi∆γi(j) = 2Gj∆γj(i)

∆γi(j)di/2 + ∆γj(i)di/2 = V
ij
shear∆t,

(8)

ãäå di è dj � ðàçìåðû ýëåìåíòîâ i è j ; ∆rij � èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè
ìàññ ýëåìåíòîâ çà øàã ïî âðåìåíè ∆t; Vij

shear � ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî òàíãåíöèàëüíîãî
ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿåìàÿ ñ ó÷åòîì èõ âðàùåíèÿ [7, 8].

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ðàçâèòîé ìîäåëè (â òîì ÷èñëå ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêîãî ïàêåòà ANSYS/LS-DYNA) ñâèäåòåëü-
ñòâóþò, ÷òî àíñàìáëü äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîãëàñíî (3), (4), (7),
(8), äåìîíñòðèðóåò ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîïíûé îòêëèê äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãó-
ëÿðíîé óïàêîâêè ýëåìåíòîâ îäíîãî ðàçìåðà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé ïðîáëåìîé
â òðàäèöèîííûõ ìîäåëÿõ ÌÄÝ.

Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ïîòåíöèàëîâ/ñèë
âçàèìîäåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè â ðàìêàõ
ÌÄÝ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîï-
íûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä ðåàëèçîâàíà ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ êðèòåðèåì
Ìèçåñà. Äëÿ ýòîé öåëåé ïðîâåäåíà àäàïòàöèÿ àëãîðèòìà Óèëêèíñà [9] ê ìåòîäó ÷à-
ñòèö. Â ðàìêàõ àäàïòèðîâàííîãî àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà i ïîñëå
âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî (7)-(8) òåêóùèõ çíà÷åíèé óäåëüíûõ ñèë åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ¾ñî-
ñåäÿìè¿ j îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σi

int è
ïðè íåîáõîäèìîñòè êîððåêòèðóþòñÿ σij è τij:{

σ′
ij = (σij − σi

mean)Mi + σi
mean

τ ′
ij = τijMi,

(9)

ãäå Mi = σi
pl/σ

i
int, σ

i
pl � òåêóùèé ðàäèóñ ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîäñòàíîâêîé (9) â (4)

ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (9) àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþò ïðèâåäåíèå êîìïî-
íåíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé â îáúåìå äèñêðåòíîãî ýëåìåíòà i ê êðóãó òåêó÷åñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ¾èñïðàâëåííûå¿ çíà÷åíèÿ óäåëüíûõ ñèë (σ′
ij è τ ′

ij) äëÿ ýëå-
ìåíòà i â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò òåõ æå (σ′

ji è τ ′
ji) äëÿ ýëåìåíòà j. Ââèäó

íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ïàðû i -j ïîñëå êîððåêòèðîâ-
êè ñîãëàñíî (9) ñèë ðåàêöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèòñÿ èõ ñîãëàñîâàíèå. Â êà÷åñòâå
¾êðèòåðèÿ ñîãëàñîâàíèÿ¿ ïðåäëàãàåòñÿ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà Mk = min{Mi,Mj}:{

σ′
ij = σ′

ji = (σij − σk
mean)Mk + σk

mean

τ ′
ij = τ ′

ji = τijMk,
(10)
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Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ¾èíäèâèäóàëüíîãî¿ ïîäõîäà ê êîððåêòèðîâêå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåìåíòà i ñ ðàçëè÷íûìè ñîñåäÿìè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ àëãîðèòìà Óèëêèíñà [9] ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ íå ñòðîãî. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ, îòêëîíåíèÿ
îò âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèìè äàæå äëÿ ðàçíîðîäíûõ
ïàð ýëåìåíòîâ, óïðóãèå êîíñòàíòû êîòîðûõ (G è K) çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî àâòîðàìè ïðîâåäåíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Óèëêèíñà äëÿ äâóìåðíîé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è â ïðèáëèæåíèÿõ ïëîñêîíàïðÿæåííîãî è ïëîñêîäåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèé.

Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
îòêëèêà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå ñîãëàñèå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé â àíñàìáëå êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, ìîäåëèðóþùèõ óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêóþ ñðåäó, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîììåð÷åñêèì ïàêåòîì ANSYS/LS-DYNA.

Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîìÌÄÝ ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà (â òîì ÷èñëå ìíîæåñòâåííîãî) è ñâÿçûâà-
íèÿ (ñöåïëåíèÿ) ôðàãìåíòîâ, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïàðû äèñêðåò-
íûõ ýëåìåíòîâ (ñâÿçàííàÿ ïàðà↔ íåñâÿçàííàÿ ïàðà). Âîçìîæíîñòè ðàçâèòîãî ïîäõîäà ê
îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìíî-
ãîïàðàìåòðè÷åñêèå ¾ñèëîâûå¿ êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ (Ãóáåðà-Ìèçåñà, Äðóêåðà-Ïðàãåðà
è ò.ä.) â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ðàçðûâà ìåæýëåìåíòíûõ ñâÿçåé. Àâòîðàìè ïðåäëîæåí ñïî-
ñîá âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ äëÿ ïàð ñâÿçàííûõ äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ. Îí îñíî-
âàí íà òîì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåé ïàðû i -j íåêîòîðûå êîìïîíåíòû òåíçîðà óñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâóþò
óäåëüíûì ñèëàì âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ¾îáùèìè¿ äëÿ îáî-
èõ ýëåìåíòîâ. Â òî æå âðåìÿ äðóãèå êîìïîíåíòû òåíçîðà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè äëÿ
ýëåìåíòîâ i è j. Ýòî ïðèâîäèò ê âû÷èñëåíèþ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðû i -j
äâóõ çíà÷åíèé ïðèìåíÿåìîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì i è j.
Ïðè äîñòèæåíèè îäíèì èç íèõ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííîãî äëÿ äàííîé ïàðû,
îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçðûâ ìåæýëåìåíòíîé ñâÿçè (ïàðà ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçàííîé).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ Ãóáåðà-Ìèçåñà óñëîâèå ðàç-
ðûâà ìåæýëåìåíòíîé ñâÿçè â ïàðå i -j ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

σij
int > σij

c

èëè

σji
int > σij

c ,

(11)

ãäå σij
c � ñîîòâåòñòâóþùåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû (ïðî÷íîñòü

õèìè÷åñêîé ñâÿçè), σij
int âû÷èñëÿåòñÿ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðû i -j :

σij
int =

1√
2

√
(σ′i

xx − σij)2 + (σij − σ′i
zz)

2 + (σ′i
zz − σ′i

xx)
2 + 6τ 2

ij. (12)

Çäåñü σ′i
xx è σ

′i
zz ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (4) â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïà-

ðû i -j (ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñü Y' ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îðèåíòèðîâàíà ïî ëèíèè,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ ýëåìåíòîâ). Ïàðàìåòð σji

int âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ ¾íåñâÿçàííûõ¿ (òî åñòü êîíòàêòè-

ðóþùèõ) ýëåìåíòîâ i è j ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèå ñîïðîòèâëåíèÿ ðàñòÿæåíèþ
(σij ≤ 0) è íàëè÷èå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó ñèëû òàíãåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
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îïðåäåëÿåìîå ïðèìåíÿåìîé ìîäåëüþ òðåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ýëåìåíòîâ (çàêîíà Àìîíòîíà,
ìîäåëè Äèòåðèõà [10] è ò.ä.).

Àâòîðàìè òàêæå ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå áàçîâûå êðèòåðèè îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííûõ
ïàð äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ â ðåçóëüòàòå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ñæàòèÿ + òðåíèÿ)
íåñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå äîêëàäà îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà ðàçâèòîãî ïîäõîäà ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ òðàäèöèîííûìè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Ê çàäà÷àì òàêîãî òèïà
îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, èçó÷åíèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïÿòíàõ
êîíòàêòà ôðèêöèîííûõ ïàð ðàçëè÷íîé ïðèðîäû [11].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà VII.64.1.8 Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé ÑÎ ÐÀÍ, à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòà ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ 23.2,
ãðàíòà ÐÔÔÈ �09-05-00968-à è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-130.2010.5.
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