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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå èíòåðâàëüíîãî ìå-
òîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ
ìàòðèö, íà êîòîðîì ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíûé ðåçóëüòàò è äåëàåòñÿ âûâîä îá îãðàíè÷åíèÿõ
äàííîãî ìåòîäà.



Â.Ñ. Äðîíîâ

Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòåé ÿâ-
ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, îáëàäàþùåãî ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Óäîáñòâî èíòåðâàëüíîãî ïîäõîäà ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìåòî-
äû ðàáîòû ñ äåéñòâèòåëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé õîðîøî ðàçðàáîòàíû. Òåì íå
ìåíåå ðÿä çàäà÷ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ñî ñõîæèì òèïîì íåîïðåäåëåííîñòè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è ìåçîìåõàíèêè [1], îöåíêè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè èëè òåïëîïåðåíîñà [2] è äð. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ òåîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äàæå ëèíåéíûõ
èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçâèòà â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè.

Åñëè â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå ïîíÿòèå èíòåðâàëà åñòåñòâåííî, òî â êîìïëåêñíîì ïîäîáíîãî åäèí-
ñòâà íåò. Äâà íàèáîëåå ÷àñòûõ áàçîâûõ ïîäõîäà - âûäåëåíèå â êà÷åñòâå îñíîâíûõ îáúåêòîâ èëè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (èíòåðâàëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé è ìíèìîé ÷àñòåé),
ëèáî êðóãîâ (èíòåðâàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà) � íî âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû,
íàïðèìåð, êðóãîâûå ñåêòîðà (ñì, íàïðèìåð [3]), êðóãîâûå êîëüöà [4] è òîìó ïîäîáíûå îáúåêòû, òàê
èëè èíà÷å äîïóñêàþùèå çàäàíèå ÷åðåç èíòåðâàëüíûå ïàðàìåòðû. Ôàêòè÷åñêè, â çàâèñèìîñòè îò
âûáðàííîé ìåòðèêè, íà ðîëü êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà ìîæåò ïîïàñòü ÷óòü ëè íå ëþáîé îáúåêò,

Îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîé ðàáîòû áóäåò âûñòóïàòü êðóãîâîé êîìïëåêñíûé èíòåðâàë 〈c, r〉 (ãäå
c ∈ C r ≥ 0, r ∈ R) � êðóãîâàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè {x ∈ C : |x− c| ≤ r}. (Çäåñü è
äàëåå èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå îáúåêòû âñþäó îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðèôòîì). Ðåçóëüòàòîì
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë
äàííîãî òèïà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè
íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè äàííûõ èíòåðâàëîâ. Ïîä îïåðàòîðàìè rad è mid áóäåì ïîíèìàòü âûäåëåíèå
ðàäèóñà r è öåíòðà c èíòåðâàëà 〈c, r〉; ïîä ìîäóëåì èíòåðâàëà |〈c, r〉| � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî |c|+ r
(ìàêñèìàëüíóþ óäàë¼ííîñòü ýëåìåíòà èíòåðâàëà îò íóëÿ). Ñ ïîìîùüþ äàííûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî
âûïèñàòü ôîðìóëû äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè â ÿâíîì âèäå. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ óìíîæåíèÿ:

〈a, r〉 · 〈b, R〉 = 〈ab, |a|R + |b|r + Rr〉

Îòìåòèì òàêæå ïðÿìîå ñëåäñòâèå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ:

〈a, r〉 · 〈b, cR〉 ⊇ 〈ab, crR〉.

Äëÿ îáðàùåíèÿ êîìïëåêñíîãî íîëüíåñîäåðæàùåãî êðóãîâîãî èíòåðâàëà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà:

1
〈a, r〉

= 〈 a∗

|a|2 − r2
,

r

|a|2 − r2
〉.

(Çâåçäî÷êà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå). Ïîìèìî ýòîãî, îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà
óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ:

〈a, r〉 ⊆ 〈b, R〉 ⇔ |b− a| ≤ R− r.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ïðèìåíåíèþ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê, îòìåòèì òàêæå âåñüìà óäîáíîå ñâîé-
ñòâî êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, íàïðÿìóþ ñëåäóþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ è ôîðìóëû ðåçóëüòàòà
óìíîæåíèÿ âûøå:

|〈a, r〉 · 〈b, R〉| = |〈a, r〉||〈b, R〉|

Ïîä èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè íèæå ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåòîðàì è ìàòðèöû, ñîñòî-
ÿùèå èç êðóãîâûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ (âîçìîæíî, âûðîæäåííûõ). Ïîä ðåçóëüòàòîì îïåðàöèé
íàä ìàòðèöàìè, êàê è â ñëó÷àå ñ èíòåðâàëàìè, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìàòðèöà, âêëþ÷àþùàÿ ðåçóëüòàò
äåéñòâèé íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè ó÷àñòâóþùèõ â îïåðàöèè ìàòðèö. Íàêîíåö, â òåêñòå íèæå áóäåò
âñòðå÷àòüñÿ ïîíÿòèå ¾øèðèíû¿ èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà � â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà çà ýòîò ïîêà-
çàòåëü ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ëþáàÿ íîðìà íà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðàõ. Óäîáíûì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
âàðèàíòîì ìîæåò áûòü ìàêñèìóì ðàäèóñîâ êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðà, íî âñå ðàññóæäå-
íèÿ äàëåå îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íîðìû.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà Ax = b, ãäå A � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè m × n, à b � èíòåðâàëüíûé âåêòîð äëèíû m. Äëÿ ñèñòåì ïîäîáíîãî ðîäà íåò îäíîçíà÷íîãî
ïîíÿòèÿ ¾ðåøåíèÿ¿, òàê êàê çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è â âèäå íàõîæäåíèÿ x, ïîäõîäÿùåãî
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ, âõîäÿùåãî â èíòåðâàëû ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé, òàê è äëÿ õîòü êàêîãî- òî èç
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çíà÷åíèé, ïîïàäàþùèõ â ýòè èíòåðâàëû, è ò.ä. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü
òàê íàçûâàåìîå îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé:

Ξuni(A,b) = {x ∈ C|∃A ∈ A,∃b ∈ B : Ax = b},

êîòîðîå äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó ñàìè ïî ñåáå ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ìîãóò èìåòü âåñüìà ïðè÷óäëèâóþ ôîðìó äàæå äëÿ çàäà÷ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, îáû÷íî â
èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî èíòåðâàëà, âêëþ÷àþùåãî äàí-
íîå ìíîæåñòâî (âíåøíåå îöåíèâàíèå) èëè ìàêñèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ, öåëèêîì ñîäåðæàùåãîñÿ â
íåì (âíóòðåííåå îöåíèâàíèå).

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ Ïðÿìîé ïåðåíîñ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
ñ ¾òî÷å÷íîãî¿ ñëó÷àÿ íà èíòåðâàëüíûé îáû÷íî íåïðîäóêòèâåí äàæå â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå � òàê
ïðÿìîé àíàëîã ìåòîäà Ãàóññà (ïîëó÷åííûé çàìåíîé îáû÷íûõ îïåðàöèé íà èíòåðâàëüíûå) ¾ðàçâàëè-
âàåòñÿ¿ óæå íà íåêîòîðûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ ðàçìåðíîñòè 3. Òåì íå ìåíåå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóþò óäà÷íûå îáîáùåíèÿ, â ÷èñëå êîòîðûõ ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ äëÿ
âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ åãî àëãîðèòì ìîæíî
îïèñàòü ñëåäóþùèì ïñåâäîêîäîì:

Íà âõîäå: ñèñòåìà Ax = b, íà÷àëüíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé y ñ øèðèíîé d, òðåáóåìàÿ
òî÷íîñòü ε. Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè dist ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ïðî-
èçâîëüíàÿ ìåòðèêà íà êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðàõ � â ðàìêàõ äàííîãî àëãîðèòìà ýòî íå
ñóùåñòâåííî.
1 DO WHILE d > ε
2 FOR i = 1 TO n
3 yi = xi ∩ (bi −

∑i−1
j=1 aijyj −

∑n
j=i+1 aijyj)/aii

4 IF xi = ∅ THEN STOP (Ðåøåíèé íåò)
5 END IF
6 END FOR
7 d = dist(x,y)
8 x = y
9 END DO
Êëþ÷åâûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà Áàðòà-Íóäèíãà [5], óòâåð-
æäàþùàÿ, ÷òî åñëè ìàòðèöà A â èñõîäíîé ñèñòåìå îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ M-ìàòðèö,
òî ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêå äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, âêëþ÷àþùåãî äàííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, è òåîðåìà Íîéìàéåðà [6], óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè
èñõîäíàÿ ìàòðèöà íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó H-ìàòðèö (îáîáùàþùèõ ïîíÿòèå Ì-ìàòðèö), òî ñóùåñòâóåò
ñêîëü óãîäíî øèðîêàÿ íà÷àëüíàÿ îöåíêà, íå óëó÷øàåìàÿ ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.

Â ðàáîòå [7] àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ â ïñåâäîêîäå âûøå ìîæåò áûòü
îáîáù¼í íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, ïðè÷¼ì èçìåíåíèÿ (íåñìîòðÿ íà èíîé õà-
ðàêòåð êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé) ìîãóò áûòü ìèíèìàëüíû - ôàêòè÷åñêè, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè ìåòîäà äîñòàòî÷íî ââåñòè îäèí äîïîëíèòåëüíûé øàã, ñòðàõóþùèé îò ïîÿâëåíèÿ ïðè
ïåðåñå÷åíèè èíòåðâàëîâ îáúåêòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûìè êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè. Òàê êàê
äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ ôîðìà ìèíèìàëüíîãî âêëþ÷àþùåãî èõ êðóãîâîãî èíòåðâàëà
ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå.

Îãðàíè÷åíèÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Îãðàíè÷åíèÿ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ â
äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ òåîðåìîé Íîéìàéåðà, èñïîëüçóþùåé ïîíÿòèå H-ìàòðèöû, îáîáùà-
þùåå ïîíÿòèå ìàòðèöû ìîíîòîííîãî âèäà (Ì-ìàòðèöû). Ïîíÿòèå H-ìàòðèöû ìîæåò áûòü ââåäåíî
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íî â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê ïðåîáëàäàíèþ äèàãîíàëè ìàòðèöû íàä
ïðî÷åé ÷àñòüþ â ñïåêòðàëüíîì ñìûñëå. Èç-çà èíîé ïðèðîäû êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ ïðÿìîé ïå-
ðåíîñ òåîðåìû, åñòåñòâåííî, íåâîçìîæåí, îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü íåêèé àíàëîã ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ:

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü Ê-ìàòðèöåé êâàäðàòíóþ ìàòðèöó êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èí-
òåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè n, äëÿ êîòîðîé ∀U � íåíóëåâîãî âåêòîðà êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ
ðàçìåðíîñòè n, mid(Ui) = 0 � âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |

∑
i 6=j aijUj | < |aiiUi|.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ñèñòåìå èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé Ax = 0 ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ Ê-
ìàòðèöåé, òî ñóùåñòâóåò èñõîäíàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà x äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû, ñî ñêîëü
óãîäíî øèðîêèìè êîìïîíåíòàìè, íå óëó÷øàåìàÿ ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ìåòîäà Ãàóññà-
Çåéäåëÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó Ê-ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé âåêòîð U ñ íóëåâûìè öåíòðàìè èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðîãî

|
∑
i 6=j

aijUj | ≥ |aiiUi|.

Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé âåêòîð U′, ñâÿçàííûé ñ U ñîîòíîøåíèåì mid(U′
i) = mid(Ui), rad(U′

i) =
c · rad(Ui), ãäå c > 1. ∑

i 6=j

aijU′
j ⊇ aiiU′

i,

äëÿ âñåõ i = 1, 2 . . . n.
Âîçüìåì íà÷àëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé âåêòîð U′. Ïåðâîé êîìïîíåíòîé ñëåäóþùåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà-Çåéäåëÿ áóäåò èíòåðâàë

y′1 = U′
1 ∩ (0−

n∑
j=2

a1jU′
j)/a11.

Íî èç âêëþ÷åíèÿ âûøå è ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè èíòåðâàëàìè ñëåäóåò, ÷òî:

(−
n∑

j=2

a1jU′
j)/a11 ⊇ U′

1.

Ïîêàæåì ýòî. Ïðîâåðèì óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ.

mid(
n∑

j≥2

a1jU′
j − a11U′

1) = 0,

ïî îïðåäåëåíèþ U êàê öåíòðèðîâàííîãî íà íóëå.

rad(
∑
j≥2

a1jU′
j)− rad(a11U′

1 ) = c · rad(
∑
j≥2

a1jUj )− rad(a11U1) ≥ 0,

îòêóäà

|mid(
n∑

j≥2

a1jU′
j − a11U′

1| ≤ rad(
∑
j≥2

a1jU′
j)− rad(a11U′

1)).

Èòîãî y′1 = U′
1, ò.å. óëó÷øåíèÿ îöåíêè ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå íå ïðîèñõîäèò. Àíàëîãè÷íûå ðàññó-

æäåíèÿ ïîêàçûâàþò îòñóòñòâèå óëó÷øåíèÿ îöåíêè ïî êàæäîé èç ïðî÷èõ êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì,
y′ = U′, ò.å. îöåíêà U′, ìîãóùàÿ áûòü ñêîëü óãîäíî ¾ðàñøèðåííîé¿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîíñòàíòû
c, íå ïîääàåòñÿ óëó÷øåíèþ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Äàííàÿ òåîðåìà èãðàåò äëÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå òó æå ðîëü, ÷òî è
òåîðåìà Íîéìàéåðà â äåéñòâèòåëüíîì, îãðàíè÷èâàÿ êëàññ ìàòðèö, íà êîòîðîì äàííûé ìåòîä áóäåò
ýôôåêòèâåí. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì îòëè÷èÿ τ , åñëè äëÿ íåå ∃U, mid(Ui) = 0, òàêîé,
÷òî |

∑
i 6=j aijUj | > τ |aiiUi|.

Òåîðåìà 2. Â ñèñòåìå èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ b ïðè
ìàòðèöå A, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì áîëüøèì

max
i=1..n

{ |mid(aii)|+ rad2(aii)
|mid2(aii)| − rad2aii

∑
i 6=j

|aij |},

ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî øèðîêèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, íå óëó÷øàåìûå ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.
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Îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîð
U′, ïîëó÷åííûé ¾ðàçäóâàíèåì¿ ðàäèóñîâ êîìïîíåíò U â c ðàç. Óëó÷øåíèÿ ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå
íå ïðîèçîéäåò, åñëè

b1 −
n∑

j=2

a1jU′
j/a11 ⊇ U′

1.

Îáîçíà÷èâ rad(Ui) = Ri , rad(aij) = rij è ðàñïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ïî ïðàâèëàì äåé-
ñòâèé íàä êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè, ïîëó÷èì:

〈0, cR1〉 ⊆ 〈mid(b1), rad(b1) +
c(|mid(a11)|+ r2

11)
|mid2(a11)| − r211

n∑
j=2

|a1j |Rj 〉,

÷òî ñ ó÷¼òîì óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â

|mid(bi)| ≤ cR1 + rad(b1) +
c(|mid(a11)|+ r2

11)
|mid2(a11)| − r2

11

n∑
j=2

|a1j |Rj .

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàñòåò ñ ðîñòîì c, åñëè

R1 −
|mid(a11)|+ r2

11

|mid2(a11)| − r2
11

n∑
j=2

|a1j | > 0,

òî åñòü

τ >
|mid(a11)|+ r2

11

|mid2(a11)| − r2
11

.

Çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ c òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî øèðîêîå ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íå óëó÷øàåìîå ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ
ñ ïðî÷èìè êîîðäèíàòàìè è âûáðàâ τ , ïîäõîäÿùåå ïîä âñå îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû c êîýôôèöèåíòîì îòëè÷èÿ τ è áîëåå, ìîæíî
ïîäîáðàòü ñêîëü óãîäíî øèðîêóþ îöåíêó, íå óëó÷øàåìóþ ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óâåðåííîé ðàáîòû ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ æåëàòåëüíà ñèñòåìà ñ Ê-ìàòðèöåé
èëè ìàòðèöåé áëèçêîé ê íåé.

Óòâåðæäåíèå. Êëàññ Ê-ìàòðèö ïóñò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü - êâàäðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, è U � öåíòðèðîâàííûé íà íó-

ëå âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî
∑

i 6=j |aijUj | < |aiiUi|, i = 1..n. Â ñèëó ñâîéñòâà ìîäóëåé ïðîèçâåäåíèÿ
êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, îòìå÷åííîãî â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû è îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ, äàííîå ðàâåíñòâî
ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

∑
i 6=j |aij |rad(Uj) < |aii|rad(Ui), i = 1..n. Êàê ëåãêî çàìåòèòü, óâåëè÷è-

âàÿ øèðèíó ëþáîé íå i-òîé êîìïîíåíòû âåêòîðà U, à ïðî÷èå ñîõðàíÿÿ íåèçìåííûìè, ìû ðàíî èëè
ïîçäíî ïîëó÷èì âåêòîð, íàðóøàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óñëîâèå Ê-ìàòðèöû äëÿ . Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ êëàññ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññó H-ìàòðèö îêà-
çûâàåòñÿ ïóñòûì, à ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü, íå ãàðàíòèðóåò
ñõîäèìîñòè ê îïòèìàëüíîé (ò.å. íàèáîëåå óçêîé) îöåíêå.
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