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Аннотация

Рассматривается управляемая колебательная система, описываемая нели-
нейным уравнением гиперболического типа. В качестве управления выбирает-
ся внешнее распределенное воздействие. Ограничения накладываются как на
управление, так и на состояние системы. Задача оптимального управления со-
стоит в стабилизации системы с учетом заданных ограничений на фиксирован-
ном интервале времени. Доказывается существование оптимального управле-
ния. Для решения задачи применяется метод штрафа. Доказывается его схо-
димость. Для аппроксимационной задачи оптимального управления получены
необходимые условия оптимальности. В качестве приближенного решения зада-
чи оптимальной стабилизации выбирается решение аппроксимационной задачи
при достаточно малом значении параметра штрафа.

Задачи оптимального управления для систем, описываемых нелинейными урав-
нениями гиперболического типа в отсутствии фазовых ограничений, достаточно хо-
рошо исследованы (см., например, [1] – [3]). Аналогичные задачи в условиях ин-
тегральных ограничений на состояния системы рассматриваются, например, в [4],
а в случае поточечных фазовых ограничений – в [5]. Вопросы оптимальной стаби-
лизации для нелинейных систем, описываемых уравнениями параболического типа,
исследуются в [6], [7]. Однако задачи оптимальной стабилизации для нелинейных
уравнений гиперболического типа при наличии поточечных фазовых ограничений
остаются, по-видимому, не исследованными. В настоящей работе рассматривается
одна задача указанного типа. Доказывается существование решения задачи опти-
мального управления. Для ее решения применяется метод штрафа. Доказывается
его сходимость. Для аппроксимационной задачи оптимального управления получе-
ны необходимые условия оптимальности. В качестве приближенного решения задачи
оптимальной стабилизации, понимаемого в слабом смысле [8], выбирается решение
аппроксимационной задачи при достаточно малом значении параметра штрафа.
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Дана трехмерная область Ω с гладкой границей S, Q = Ω× (0, T ), Σ = S × (0, T ).
Рассматривается нелинейное волновое уравнение

y′′ −∆y + |y|ρy = v, (x, t) ∈ Q (1)

с краевыми условиями

y(x, 0) = ϕ(x), y′(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω; (2)

y = 0, (x, t) ∈ Σ, (3)

где 0 < ρ ≤ 2, ϕ ∈ H1
0 (Ω), ψ ∈ L2(Ω). Известно (см. [9], c. 20-40), что для любого

управления v из пространства V = L2(Q) задача (1) – (3) имеет единственное решение
y = y[v] из пространства

Y = {y | y ∈ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)), y′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))},

причем отображение v → y[v] непрерывно и слабо непрерывно.
Управление выбирается из выпуклого замкнутого подмножества Vad пространства

V . Состояние системы должно принадлежать выпуклому замкнутому подмножеству
Yad пространства Y . Конечное состояние системы является нулевым, т.е. выполнены
условия

y(x, T ) = 0, y′(x, T ) = 0, x ∈ Ω; (4)

Управление v ∈ Vad считается допустимым, если соответствующее ему состояние
системы (1) – (3) является элементом множества Yad и удовлетворяет конечным
условиям (4). Всюду в дальнейшем предполагается, что множество U допустимых
управлений не пусто. Задача оптимальной стабилизации состоит в отыскании такого
допустимого управления, которое минимизирует на множестве допустимых управле-
ний функционал

I =

∫

Q

(F (x, t, v, y[v])dQ,

где F – известная функция своих аргументов. Предполагается, что F есть функ-
ция Каратеодори, выпуклая и коэрцитивная по третьему аргументу, растущая не
быстрее квадратичной функции по третьему и четвертому аргументу и непрерывно
дифференцируемая по ним.

Пользуясь стандартными методами с учетом имеющихся свойств краевой задачи,
установим следующий результат.

Теорема 1. Задача оптимальной стабилизации разрешима.
Для вывода необходимых условий оптимальности для систем с распределенными

параметрами, в принципе, имеются два подхода. В первом случае уравнение состоя-
ния служит средством для задания зависимости функции состояния от управления,
т.е. состояние системы является вторичным по отношению к управлению. Во втором
случае управление и состояние "уравниваются в правах т.е. критерий оптимальности
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минимизируется на множестве допустимых пар управление-состояние, а уравнение
состояния интерпретируется как ограничение в форме равенства, налагаемое на си-
стему. Второй подход оказывается практически единственно возможным в том слу-
чае, когда отсутствуют теоремы существования и единственности решения краевой
задачи для произвольного управления. Многочисленные примеры подобного реше-
ния оптимизационных задач для сингулярных распределенных систем приводятся в
[10] с использованием бесконечномерного метода множителей Лагранжа, а в [11] – с
использованием метода штрафа. Однако последний может применяться и в случае
корректных краевых задач при наличии фазовых ограничений, поскольку при таком
подходе ограничения на состояние системы фактически имеют тот же смысл, что и
явные ограничения на управление. В частности, в [2] метод штрафа используется
для решения оптимизационных задач для различных нелинейных эволюционных си-
стем с фазовыми ограничениями со свободными конечными состояниями, а в [6] –
для сингулярной параболической системы с закрепленным конечным состоянием в
отсутствии фазовых ограничений.

В настоящей работе мы воспользуемся модифицированным вариантом метода
штрафа. Определим функционал

Ik(v, y) =

∫

Q

(F (x, t, v, y[v])dQ +
1

2εk

∫

Q

(y′′ −∆y(s) + |y|ρy − v)2dQ,

где εk > 0 и εk → 0 при k →∞. Аппроксимационная задача состоит в минимизации
функционала Ik на множестве Vad×Yad при выполнении начальных условий (2). Она
представляет собой стандартную бесконечномерную задачу на условный экстремум
функционала. Несложно установить ее разрешимость.

Теорема 2. Аппроксимационная задача разрешима.
Сама по себе аппроксимационная задача может быть исследована известными ме-

тодами. Однако сходимость метода аппроксимации связана с серьезными трудностя-
ми, вследствие чего в данном случае не удается воспроизвести известные результаты
по сходимости метода штрафа в задачах оптимального управления, полученные в
[2], [6], [11]. Мы установим более слабую форму сходимости, ассоциированную с бо-
лее слабой формой приближенного решения оптимизационных задач.

Определение. Точка u называется слабым приближенным решением за-
дачи минимизации функционала J на подмножестве U топологического простран-
ства, если для достаточно малой окрестности O этого множества и достаточ-
но малого положительного числа δ справедливы включение u ∈ O и неравенство
J(u) ≤ inf J(U) + δ.

Согласно данному определению слабое приближенное решение, вообще говоря,
лежит за пределами множества U , характеризующего ограничения на систему, но
достаточно близко к какому-либо из его элементов. Тем самым заданные ограниче-
ния считаются выполненными не абсолютно точно, а лишь с некоторой (но доста-
точно высокой вследствие малости окрестности) степенью точности. В то же время
значение функционала в рассматриваемой точке оказывается достаточно близко к
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его нижней грани на заданном множестве. Введенное понятие является обобщени-
ем приближенного решения оптимизационных задач, определенного в [8]. За счет
ослабления требований, предъявляемых к приближенному решению задачи можно
расширить область применимости методов аппроксимации в задачах оптимально-
го управления и, в частности, обосновать алгоритм решения поставленной задачи
оптимальной стабилизации.

Пусть пара (vk, yk) является решением аппроксимационной задачи. Справедливо
следующее утверждение:

Теорема 3. При k → ∞ имеет место сходимость vk → v слабо в V, yk → y[v]
слабо в Y, yk|t=T → 0 слабо H1

0 (Ω), y′k|t=T → 0 в слабо в L2(Ω), причем справедливы
включения v ∈ Vad, y[v] ∈ Yad.

Согласно этому результату значение vk для достаточно большого номера k мо-
жет быть выбрано в качестве слабого приближенного решения задачи оптимальной
стабилизации, если упоминаемую в приведенном выше определении окрестность по-
нимать в смысле слабой топологии пространства V × Y .

Как известно, необходимым условием минимума в точке u функционала J на
множестве U является вариационное неравенство

J ′(u)(w − u) ≥ 0 ∀w ∈ U. (5)

Непосредственной проверкой устанавливается следующее утверждение:
Теорема 4. Функционал Ik в точке u = (vk, yk) имеет производную Гато

I ′k(u) = (I ′kv(vk, yk), I
′
ky(vk, yk))

, характеризуемую равенствами

I ′kv(vk, yk) = Fv(vk, yk) + pk,

I ′ky(vk, yk) = Fy(vk, yk) + rk,

где Fv(vk, yk) и Fy(vk, yk) есть частные производные от функции F по третьему
аргументу в точке (vk, yk), а pk и rk удовлетворяют соотношениям

y′′k −∆yk + |yk|ρyk = vk + εkpk, (x, t) ∈ Q, (6)

p′′k −∆pk + (ρ + 1)|yk|ρpk = rk, (x, t) ∈ Q, (7)

pk(x, T ) = −(ε−1
k y′k(x, T ), p′k(x, T ) = (εk)

−1yk(x, T ), (8)

yk = 0, (x, t) ∈ Σ. (9)

Пользуясь теоремой 4 и соотношением (5), получим необходимые условия опти-
мальности для аппроксимационной задачи.

Теорема 5. Решение аппроксимационной задачи характеризуется системой,
включающей в себя вариационные неравенства

∫

Q

[Fv(vk, yk) + pk](w − vk)dQ ≥ 0 ∀w ∈ Vad, (10)
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∫

Q

[Fy(vk, yk) + rk](z − vk)dQ ≥ 0 ∀z ∈ Yad, (11)

уравнение (6) с краевыми условиями

yk(x, 0) = ϕ(x), y′k(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω; (12)

yk = 0, (x, t) ∈ Σ, (13)

и уравнение (7) с краевыми условиями (8), (9).
Система (6) – (13) с соответствующими граничными условиями может быть реше-

на итерационно стандартными методами (см., например, [12]). Тогда согласно теоре-
ме 3 ее решение vk для достаточно большого номера k может быть выбрано в качестве
слабого приближенного решения задачи оптимальной стабилизации.
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