ОБОБЩЕНИЯ УНИВЕРСАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ИНТЕРВАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
Зоркальцев В.И.

Л.Т. Ащепковым и Д.В. Давыдовым [1] введено понятие «универсальное решение» для математических моделей с интервально заданными (вследствие объективно имеющиеся неопределенности) экзогенными показателями. Под этим термином ими предложено понимать такой набор эндогенных показателей, при котором максимальные суммарные абсолютные значения отклонения в выполнении всех условий модели (в рамках заданных диапазонов экзогенных показателей) минимальны.
Вполне естественно возникает желание ввести модификации в такое определение «универсального решения». Во-первых, представляется полезным в минимизируемой функции учитывать отдельно отклонения с положительными и отрицательными значениями для каждого ограничения, а не только максимальное из них по абсолютной величине. Это  дает более точное описание интервала возможных отклонений в выполнении ограничения.
Во-вторых, представляется полезным использование в качестве минимизируемой функции от отклонений в обе стороны не только невзвешенную ортоэдрическую норму, но также и взвешенную ортоэдрическую норму. При этом веса могут отражать степень важности выполнения отдельных условий модели, используемые единицы измерений и, наконец, могут служить управляемыми параметрами. Более того, вполне разумно воспользоваться евклидовыми (также взвешенными), гельдеровскими нормами. При этом, также вполне естественно, возникает желание дать смысловую нагрузку на минимизируемую функцию. Можно рассматривать ее измеритель ущербов или потерь от нарушения тех либо иных ограничений модели. 
В докладе рассматривается аксиоматически определенный широкий класс возможных штрафных функций от векторов с неотрицательными компонентами. В качестве еще одного возможного определения «универсального решения» предлагается использовать парето-оптимальные решения многокритериальной задачи минимизации отклонений в обе стороны для всех ограничений задачи.
В докладе рассматриваются свойства и взаимосвязи указанных выше обобщений универсальных решений для случая, когда модель задана в виде системы линейных уравнений. Этот случай может служить базой для других более сложных моделей, в том числе рассмотренных в [1] интервальных задач линейного программирования, интервальных матричных игр, задач оценивания состояний, оптимального управления.
1. Универсальные решения

Пусть 
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 интервально заданный вектор в 
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, при котором достигается наиболее точное решение (в некотором, уточняемом далее смысле) системы линейных уравнений
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Усложняющим обстоятельством является то, что коэффициенты матрицы 
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 и вектора 
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 сами являются неизвестными (неопределенными) величинами. Известно только, что они должны удовлетворять интервальным ограничениям: 
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Здесь: 
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заданные матрицы размера 
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Под неравенствами для матриц одинакового размера понимается выполнение таких же неравенств для всех элементов этих матриц с одинаковыми номерами (аналогично неравенствами для векторов).

В [1] и др. работах этих авторов используется введенное ими понятие 
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. Этим термином называется такой вектор 
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, при котором выполняется неравенство
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для всех 
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, удовлетворяющих (2). Здесь под выражением 
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 понимается вектор 
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, составленный из абсолютных значений компонент вектора 
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. Отметим, если ставить проблему поиска 
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 из заданных интервалов их возможных значений, то получим базисную постановку интервальных задач С.П. Шарого [2]. Эту постановку можно развивать путем введения многоэтапных интервальных символов «существует» (требуется найти) и «для всех». Здесь ограничимся одноэтапной постановкой.
Универсальным решением проблемы (1) было предложено [1] называть такое 
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решение, при котором 
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 минимально по «некоторой норме». При этом авторы [1] используют только ортоэдрическую норму. В таком случае вектор 
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 определяется как оптимальное решение задачи 
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при ограничениях
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и условии (2). Отметим, что переменными в этой задаче выступают не только компоненты векторов 
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, но и компоненты вектора 
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 и коэффициенты матрицы 
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. При этом существует принципиальная разница между этими двумя типами переменных. В задаче (4) – (6), (2) требуется определить конкретные значения векторов 
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. Эти значения должны быть таковыми, чтобы при всех 
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 из интервалов (2) выполнялись условия (5). В [1] показано как представить задачу (4) – (6) в виде задачи линейного программирования.
2. Модификации

Для получаемого в результате решения задачи (4) – (6), (2) универсальные решения максимальные отклонения для отдельных ограничений системы (1) в одну и другую сторону могут различаться. В определении 
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решения и затем универсального решения учитываются только максимальное из этих отклонений. При этом реальный интервал отклонений в выполнении ограничений системы (1) может быть уже, чем интервал 
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Представляется полезным в том числе в целях уточнения и сужения интервала возможных отклонений учитывать порознь отклонения в выполнении условий (1) с  разными знаками. Назовем 
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Ортоэдрическая норма в задаче (4) – (6), (2) выполняет роль штрафной (за нарушение ограничений (1)) функции. Кроме ортоэдрической и других норм могут использоваться и другие штрафные функции. Определим класс возможных штрафных функций 
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 от векторов 
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мерных векторов с неотрицательными компонентами.
Потребуем, чтобы любая функция 
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 была непрерывной и удовлетворяла следующему условию: если для векторов 
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и при этом
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то 
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Согласно (8), (9) пара векторов 
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 характеризует ситуацию, когда все отклонения в выполнении условия (1) не меньше, чем в ситуации, характеризуемой векторам максимальных отклонений 
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. При этом хотя бы одно отклонение меньше, что в дополнении к (8) выражает условие (9). Согласно (10) в такой ситуации штрафная функция должна получать меньшее значение.
Примером функции из 
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 может служить 
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при заданном степенном коэффициенте 
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 и заданных векторах весовых коэффициентов 
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 функция (11) соответствует взвешенной ортоэдрической норме от вектора образуемого соединения векторов 
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 функция (11) является результатом возрастающего дифференцируемого преобразования (возведение в степень 
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) взвешенной гельдеровской нормы от соединения векторов 
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Другим примером функции из 
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 может служить 
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при заданных 
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Модифицированным универсальным решением проблемы (1), порожденным штрафной функцией 
[image: image90.wmf]F

f

Î

 назовем векторы 
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при ограничении (7) и условиях
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Анонсируем следующее утверждение.
Теорема 1. Для любой функции 
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 существует модифицированное универсальное решение, порождаемой этой функцией.
3. Парето-оптимальные решения

В качестве конкретизациипроблемы (1) можно предложить многокритериальную задачу: найти 
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Эта задача имеет 
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 целевых функций и сама нуждается в доопределении, для чего предлагается использовать понятие Парето-оптимальных решений многокритериальных задач оптимизации.

Парето-оптимальными решениями проблемы (15) назовем векторы 
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решения проблемы (1) такие, что не найдется других векторов 
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решения проблемы (1), при которых выполняются неравенства (8), (9).

Теорема 2. Множество Парето-оптимальных решений многокритериальной задачи (15) совпадает с множеством модифицированных универсальных решений, порождаемых функциями из 
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4. Особые решения

Рассматриваемые в данном докладе факты являются переложением к интервально определенной системе линейных уравнений результатов осуществляемых в настоящее время автором исследований свойств наименее удаленных от начала координат точек полиэдров – множеств решений систем линейных неравенств. Эти исследования являются развитием ранее выполненных работ по изучению свойств наименее удаленных от начала координат точек линейных многообразий [3].
Основополагающую роль в описаниях множеств наименее удаленных от начала координат точек линейных многообразий играют их опорные векторы. Так названы векторы, имеющие максимальный носитель по сравнению с другими векторами многообразия. Напомним, что носителем вектора 
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 называется набор номеров его ненулевых компонент. Носитель будем обозначать
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Как было установлено, в линейном многообразии содержится только конечное число опорных векторов. Их выпуклая оболочка содержит наименее удаленные от начала координат точки линейного многообразия для широкого класса определений этих точек. В частности, этому множеству принадлежат все векторы линейного многообразия с Парето-минимальными абсолютными значениями компонент. Этот факт позволяет, в частности, определять диапазоны возможных вариаций отдельных компонент вектора решений задачи поиска наименее удаленных от начала координат точек линейных многообразий. Например, диапазоны вариаций решений при варьировании весовых коэффициентов в методе наименьших квадратов.

Для полиэдров аналогичную роль играют, так называемые, особые решения систем линейных неравенств – решения с неуменьшаемым носителем и неуменьшаемым набором неактивных ограничений. Введением трех векторов дополнительных переменных представим системы (2), (7) в следующем виде
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Здесь 
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Теорема 3. Любое 
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, можно представить как решение системы линейных уравнений и неравенств (16) – (19). И наоборот, любое решение системы линейных неравенств (16) – (19) является 
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Решение системы (16) – (19) с нерасширяемыми носителями векторов 
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 будем называть особым решением проблемы (1). Иными словами, решение системы (16) – (19) 
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 будет особым решением проблемы (1), если не существует другого решения системы (16) – (19) 
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 такого, что 
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и при этом, хотя бы одно из этих включений выполняется в строгой форме.

Теорема 4. Не существует двух особых решений проблемы (1) 
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, для которых 
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Теорема 5. Существует конечное число классов особых решений проблемы (1) с разными носителями векторов 
[image: image175.wmf]d
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Теорема 6. Парето-оптимальные решения проблемы (1) находятся в выпуклой оболочке особых решений проблемы (1).
В качестве дополнения следует отметить, что не любая выпуклая комбинация особых решений проблемы (1) дает Парето-оптимальное решение этой проблемы. Более того, множество Парето-оптимальных при 
[image: image179.wmf]4
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 может быть невыпуклым, но оно всегда является связным.
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