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В рамках нелинейной модели Максвелла конечных деформаций неупругой сре-
ды [1] предложен подход к описанию упрочняющихся материалов, где в каче-
стве параметра упрочнения используется энтропия пластической деформации. Та-
кой подход позволяет избежать введения дополнительных параметров состояния
(таких как, например, интенсивность пластических деформаций), отвечающих за
упрочнение. Определяющие дифференциальные уравнения модели образуют ги-
перболическую систему, все уравнения которой имеют дивергентный вид, что поз-
воляет применять известные численные методы высокой точности. С использова-
нием имеющихся в литературе экспериментальных данных по деформированию
медных упрочняющихся образцов построены замыкающие соотношения модели
(уравнение состояния, зависимость времени релаксации от касательных напряже-
ний и пластической энтропии). Обсуждаются результаты численных расчетов о
соударении пластин и о соударении цилиндрического ударника с жесткой стенкой

Для моделирования конечных деформаций происходящих в твердых тела при ин-
тенсивных воздействиях, таких как взрывное нагружение, весьма привлекательной ока-
зывается нелинейная модель Максвелла [1]. Данная модель описывает деформирование
материалов в широком диапазоне скоростей деформации и температур, что обеспечива-
ется нелинейной зависимостью максвелловского времени релаксации от интенсивности
касательных напряжений и температуры. Она успешно применялась при анализе ряда
задач имеющих практическое применение, таких как распространение ударных волн
в металлах, задачи пробивания, электрический взрыв проводников [2, 3, 4]. Важным
достоинством модели является то, что ее определяющие уравнения являются гипербо-
лическими и могут быть записаны в дивергентном виде, что дает возможность приме-
нения разработанных математических методов и высокоточных численных алгоритмов
для их решения.

Применение модели Максвелла к упрочняющимся материалам требует введения но-
вых внутренних переменных, и формулировки тех или иных дифференциальных урав-
нений. Так, например, в [5] в качестве такой переменной выбрана пластическая де-
формация и подобраны замыкающие соотношения для ряда материалов с упрочнени-
ем описывающие экспериментальные данные по деформированию стержней. Пластиче-
ские деформации действительно являются параметром характеризующим упрочнение,
но их использование в общем случае трехмерных деформаций затруднительно при по-
строении замыкающих соотношений. Мы предлагаем строить модель упрочняющихся
материалов используя энтропию, возникающую при пластических деформациях. Эта
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энтропия является количественной характеристикой пластических деформаций и есте-
ственным образом включается в систему определяющих дифференциальных уравне-
ний. Заметим, что она отличается от полной энтропии, возникающей в процессе дефор-
мирования среды.

1. Дифференциальные уравнения модели

Данный параграф кратко описывает дифференциальные уравнения нелинейной релак-
сационной модели Максвелла в дивергентной форме (детали могут быть найдены в
[6, 7]). Состояние среды в трехмерной декартовой системе координат xi(i = 1, 2, 3) будем
характеризовать параметрами ui - вектор скорости, Fij - тензор градиента эффектив-
ных упругих деформаций, S - энтропия, которые удовлетворяют системе уравнений
в дивергентной форме состоящей из законов баланса импульса, тензора деформаций и
энергии

∂ρui

∂t
+

∂ (ρuiuk − σik)

∂xk

= 0,

∂ρFij

∂t
+

∂ (ρFijuk − uiρFkj)

∂xk

= −uiβj + ρϕij,

∂ρ(E + uiui/2)

∂t
+

∂ (ρuk(E + uiui/2)− uiσik)

∂xk

= 0 (1)

Предполагается, что внутренняя энергия – известная функция градиента деформаций
и энтропии:

E = E (F,S ).

При этом тензор напряжений Коши вычисляется по формуле

σij = ρFik
∂E

∂Fjk

,

где плотность связана с деформациями как ρ = ρ0/det|F|, ρ0 - плотность ненапряжен-
ного начального состояния.

Вектор βj в правой части уравнения для Fij является вспомогательной переменной,
вводится для того, чтобы записать это уравнение в дивергентной форме, и выражается
следующим образом βj = ∂ρFkj/∂xk. В действительности, для βj выполняется условие
совместности вида

∂βj

∂t
+

∂(ukβj + ρϕkj)

∂xk

= 0,

что позволяет трактовать uiβj в уравнении для Fij как младший член уравнения [7].
Заметим, что из уравнений для эффективных упругих деформаций вытекает уравнение
неразрывности (дифференциальная форма закона сохранения массы), которое исполь-
зуется при численном решении уравнений вместо одного уравнения для Fij.

Система дифференциальных определяющих уравнений (1) является гиперболиче-
ской, все ее уравнения имеют дивергентную форму, что позволяет применять известные
математические методы и численные алгоритмы для решения различных начально-
краевых задач.
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Тензор ϕij задает скорость неупругих деформаций, которую мы моделируем путем
максвелловской релаксационной модели с временем релаксации нелинейно зависящим
от параметров состояния среды. В данной работе мы используем представление

ϕ := −1

τ
H′F.

Здесь H = U (lnKe)UT - логарифмический тензор деформаций Генки, где U орто-
гональная матрица, K = diag(k1, k2, k3) - диагональная матрица с коэффициентами
сжатия-растяжения ki, i = 1, 2, 3 на диагонали, а H′ := H− (TrH)I/3 - девиатор матри-
цы A. Матрицы U и K входят в декомпозицию тензора упругого градиента деформаций
следующим образом как

F = UKV,

Следствием системы является уравнение энтропии

∂S

∂t
+ uk

∂S

∂xk

=
1

T

(
dE (Fe,S )

dFe

)∣∣∣∣
S

: ϕ, (2)

где T = ∂E /S - температура. Правая часть этого уравнение определяет производство
энтропии и для выбранной модели неупругого деформирования является неотрицатель-
ной, обеспечивая выполнение второго закона термодинамики.

Подчеркнем, что уравнение (2) выполнено только на гладких решениях. Для разрыв-
ных решений, таких как упругие ударные волны, рост энтропии определяется законом
сохранения энергии. Поэтому имеет смысл разделить полную энтропию и энтропию
пластического деформирования, которая как раз и определяется из уравнения

∂S p

∂t
+ uk

∂S p

∂xk

=
1

T (ρ, S )

(
dE (Fe,S )

dFe

)∣∣∣∣
S

: ϕ(Fe,S ,S p),

При этом понятно, что S p ≤ S .

2. Замыкающие соотношения

Для замыкания модели необходимо задать уравнение состояния (плотность внутренней
энергии) и время релаксации как функции параметров состояния. Уравнение состояния
задается в виде следующей зависимости внутренней энергии функции от инвариантов
тензора Фингера G = (FT )−1F−1 и энтропии S :

E (I1, I2, I3,S ) =
K0

2α2

(
Iα/2

3 − 1
)2

+CVT0Iγ/2
3

[
exp

(
S −S0

CV

)
− 1

]
+

B0

2
Iβ/2

3

(I2
1/3− I2

)
,

где инварианты вычисляются по формулам I1 = Tr(G), I2 = 1
2

[
(Tr(G))2 − Tr(G2)

]
,

I3 = det|G| = (ρ/ρ0)
2. Здесь K0 = c2

0 − (4/3)b2
0, B0 = b2

0 объемная и сдвиговые скорости
звука, CV - теплоемкость при постоянном объеме, α, β, γ - константы, характеризующие
нелинейный характер скоростей звука и температуры от плотности.

Время релаксации касательных напряжений предполагается функцией их интен-
сивности σ = 1

2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2, где σi - главные напряжения. В

предположении, что упрочнение сопутствует работе пластических деформаций, харак-
теристикой которой является пластическая энтропия, представляется разумным пред-
полагать время релаксации зависящим также от пластической энтропии S p.
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Можно показать, что в процессе однородного деформирования стержня вызванного
напряжением σ1 направленного вдоль стержня (модель стержня Гопкинсона) выполня-
ется соотношение

εp ∼ Cεp

(
(S /CV)

σ1

)
.

где Cεp - константа. Основываясь теперь на функциональной зависимости времени ре-
лаксации τ от пластической деформации, предложенной в [5], можно получить следу-
ющую формулу для τ :

τ = τ0

[
N0 + M

(
Cεp

S

CVσ

)]−1

exp

{
1

σ

[
D + H

(
Cεp

S

CVσ

)n]}
.

На Рис. 1 приведены результаты расчетов деформации стержня с различными ско-
ростями деформации в сравнении с экспериментальными данными из [8] для меди.
Параметры уравнения состояния выбирались следующими:
ρ0 = 8.93г/см3, c0 = 4.6 · 105см/сек, b0 = 2.1 · 105см/сек, CV = 3.9кДж/г/K−1, T0 =
300K, α = 1.0, β = 3.0, γ = 2.0
Параметры времени релаксации брались такими: τ0 = 8.5·10−6мксек см2, N0 = 109см2,M =
1011см2, D = 0.79ГПа, H = 21.1ГПа, Cεp = 1.38, n = 0.49.
Видно хорошее совпадение экспериментальных и расчетных кривых.

ε

σ
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.

Рис. 1. Сравнение кривых напряжение-деформация полученных из расчетов задачи о де-
формировании стержня с экспериментальными данными для скоростей деформаций ε̇ =
0.001; 0.1; 3300 сек−1

3. Численный метод и расчеты

Для решения сформулированной в предыдущих параграфах системы уравнений был
разработан численный алгоритм типа метода Годунова, основанный на WENO [9] ре-
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Рис. 2. Результаты расчетов соударения ударника с жесткой преградой. Показана сетка и
контуры S /cV на финальный момент времени остановки ударника для начальных скоростей
130 м/сек, 146 м/сек, 190 м/сек .

конструкции третьего порядка точности с использованием решения линеаризованной
задачи о распаде разрыва [10]. Метод применялся к уравнениям преобразованным к
криволинейной системе координат; для интегрирования релаксационных членов при-
менялся неявный алгоритм LSODE [11].

В качестве тестовых задач рассматривались одномерная задача о соударении пла-
стин и двумерная осесимметричная задача о соударении ударника с жесткой прегра-
дой. Установлено, что использование пластической энтропии вместо полной энтропии
в функциональной зависимости времени релаксации приводит к более точным резуль-
татам расчетов.

К качестве иллюстрации применения разработанной методики на Рис. 2 приведе-
ны результаты расчетов задачи о соударении ударника с жесткой преградой по ряду
параметров дающие хорошее совпадение с экспериментальными данными из [12].
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