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The particular curves of one special system are de�ned in this work. The
possibilities of construction of the regular decisions close to established features
are shown. Such systems come across in problems of mathematical physics and
aerodynamics.

Ââåäåíèå. Èçó÷àÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èçâåñòíûå ìàòå-
ìàòèêè ïðîøëîãî, òàêèå êàê Ë. Ôóêñ, Ã. Ôðîáåíèóñ, Ê. Ãàóññ, Á. Ðèìàí, Ê. Âåéåðøòðàññ,
À. Ïóàíêàðå è äð., çàíèìàëèñü ïîñòðîåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè îñî-
áûõ òî÷åê. Õàðàêòåð àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé, âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ åå îñîáûìè òî÷êàìè. Ïîýòîìó, ÷òîáû çíàòü òàêèå àíàëè-
òè÷åñêèå ôóíêöèè, íàäî çíàòü èõ ðàñïîëîæåíèå è ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îáëàñòè îñîáûõ
òî÷åê. Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
è íàçâàíèÿ èõ áûëè ïðåäëîæåíû Âåéåðøòðàññîì â 1876 ã. Ë. Ôóêñ îïðåäåëèë ïîäâèæíûå
è íåïîäâèæíûå êëàññû îñîáûõ òî÷åê. Ââåäåíèå òåðìèíà "ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå"ñâÿçàíî
ñ èìåíåì Ë. Òîìå. Ê.ß. Ëàòûøåâà îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíîñòü è èððåãóëÿðíîñòü îñîáûõ
òî÷åê ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ðàíãà p = 1 + k ( k � ïîäðàíã), ââåäåííîãî À. Ïóàíêàðå è
àíòèðàíãà m = 1 + λ (λ � àíòèïîäðàíã),ââåäåííîãî Ë. Òîìå.

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îñîáûõ òî÷åê íà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òàêæå áûëî äàíî
Âåéåðøòðàññîì â 1880 ã. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ íå ìîæåò èìåòü èçîëèðîâàííûå îñîáûå
òî÷êè. Ìàëîèçó÷åííûìè îñòàþòñÿ îñîáåííîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ íå èçîëèðîâàí-
íûå îñîáûå òî÷êè, à îñîáûå ëèíèè èëè ïåðåñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ îñîáûõ êðèâûõ. Â ðàáîòå
äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì âûáðàí îáîáùåííûé ìåòîä Ôðîáåíèóñà-Ëàòûøåâîé [1].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðåãóëÿðíîé îñîáåííîñòüþ{
x2p0(x, y) · Zxx + yp1(x, y) · Zy + p2(x, y) · Z = 0,

y2g0(x, y) · Zyy + xg1(x, y) · Zx + g2(x, y) · Z = 0,
(1)
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ãäå pi = pi(x, y) è gi = gi(x, y) (i = 0, 1, 2) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè èëè ìíîãî÷ëåíû
äâóõ ïåðåìåííûõ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ îñîáûõ êðèâûõ ñèñòåìû (1)
è ïîñòðîåíèå âáëèçè óñòàíîâëåííûõ îñîáåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðåãóëÿðíûõ ðå-
øåíèé.

Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà ñîâìåñòíàÿ. Òîãäà, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè òàêèõ ñèñòåì, îá-
ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) çàïèøåòñÿ â âèäå

Z(x, y) = C1 · Z1 + C2 · Z2 + C3 · Z3 + C4 · Z4, (2)

òî åñòü ñèñòåìà (1) ìîæåò èìåòü äî ÷åòûðåõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé Zj = Zj(x, y) (j =
1, 2, 3, 4) â âèäå íîðìàëüíûõ è ïîäíîðìàëüíûõ ðÿäîâ, íîðìàëüíî-ðåãóëÿðíûõ è êîíå÷-
íûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò âèäà îñîáåííîñòåé.
Óñòàíîâëåíèå îñîáûõ êðèâûõ è ïîñòðîåíèå ðåøåíèé âáëèçè ýòèõ îñîáûõ

êðèâûõ.
Îñîáûå êðèâûå ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿþòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ

ïðè âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Zxx è Zyy .Îäíàêî, îíè îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò ôîðìû çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ p0(x, y) è g0(x, y) .Ïîýòîìó, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ.

1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ

pi(x, y) =
∞∑

µ, ν=0

a
(i)
µ, ν · xµ · yν (a

(i)
00 6= 0),

gi(x, y) =
∞∑

µ, ν=0

b
(i)
µ, ν · xµ · yν (b

(i)
00 6= 0). (i = 0, 1, 2)

(3)

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) èìååò òîëüêî ðåãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü{
x2 = 0,

y2 = 0.
=⇒ (x = 0; y = 0)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âáëèçè ýòîé îñîáåííîñòè, ñîãëàñíî ìåòîäó Ôðîáåíèóñà-Ëàòûøåâîé,
ïîäñòàâëÿÿ Z = xρ · yσ â ñèñòåìó (1), ñ ó÷¼òîì êîýôôèöèåíòîâ (3), ïîëó÷àåì ñèñòåìó
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Zj[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ ·

{
f

(j)
00 (ρ, σ) + f

(j)
10 (ρ, σ) · x + f

(j)
01 (ρ, σ) · y + f

(j)
11 (ρ, σ) · xy + ...+

+f
(j)
n0 (ρ, σ) · xn + f

(j)
0n (ρ, σ) · yn + ...

}
, (j = 1, 2)

(4)

Â äàëüíåéøåì, ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé áóäåì ñâÿçûâàòü
ñ êîíå÷íûìè îñîáåííîñòÿìè, â ÷àñòíîñòè ñ îñîáåííîñòüþ (0; 0) . Îòñþäà îïðåäåëÿþò-
ñÿ íåèçâåñòíûå ïîêàçàòåëè ρ è σ , à òàêæå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Aµ,ν (µ, ν =
0, 1, 2, ...) , ðåøåíèÿ â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà äâóõ ïåðåìåííûõ ïî âîçðàñòà-
þùèì ñòåïåíÿì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y :

Zi = xρk · yσk

∞∑
µ, ν=0

A(k)
µ, ν · xµ · yν (A0,0 6= 0) (5)

âáëèçè îñîáåííîñòè (0; 0) .
Íåèçâåñòíûå ρk, σk ðåøåíèÿ (5) íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé{

f
(1)
00 (ρ, σ) ≡ a

(0)
00 · ρ · (ρ− 1) + a

(1)
00 · σ + a

(2)
00 = 0,

f
(2)
00 (ρ, σ) ≡ b

(0)
00 · σ · (σ − 1) + b

(1)
00 · ρ + b

(2)
00 = 0

(6)
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îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè (0; 0) .
Ñèñòåìà (6) èìååò äî ÷åòûðåõ ïàð êîðíåé (ρk, σk) (k = 1, 2, 3, 4) . Ïîýòîìó ñèñòåìà

(1) â ýòîì ñëó÷àå èìååò äî ÷åòûðåõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé âèäà (5).
Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Aµ,ν (µ, ν = 0, 1, 2, ...) íàõîäèì èç ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ
óðàâíåíèé.

Åñëè a
(0)
00 6= 0 è b

(0)
00 6= 0 , òî îñîáåííîñòü (0; 0) ðåãóëÿðíàÿ è ðÿä (5) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-

ùèìñÿ. Ñõîäèìîñòü ðÿäà ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì Ãîðíà [2].
2. Îñîáåííîñòÿìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

çàäàíà ñèñòåìà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà

pi(x, y) =
∞∑

µ, ν=0

a
(i)
µ, ν · x−µ · y−ν (a

(i)
00 6= 0),

gi(x, y) =
∞∑

µ, ν=0

b
(i)
µ, ν · x−µ · y−ν (b

(i)
00 6= 0; i = 0, 1, 2)

(7)

Òîãäà, ñèñòåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååò âèä

Zj[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ ·

{
ϕ

(j)
00 (ρ, σ) +

ϕ
(j)
10 (ρ,σ)

x
+

ϕ
(j)
01 (ρ,σ)

y
+

ϕ
(j)
11 (ρ,σ)

x
+ ...+

+
ϕ

(j)
n0 (ρ,σ)

xn +
ϕ

(j)
0n (ρ,σ)

yn + ...

}
(j = 1, 2).

(8)

Îñîáåííîñòü (∞;∞) ðåãóëÿðíàÿ. Ðåøåíèå ñèñòåìû ïîñòðîèì â âèäå îáîáùåííîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà äâóõ ïåðåìåííûõ ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x
è y :

Zk = xρk · yσk ·
∞∑

µ, ν=0

B(k)
µ, ν · x−µ · y−ν (B

(k)
00 6= 0), (9)

ãäå (ρk, σk) è B
(k)
µ, ν (µ, ν = 0, 1, 2, ...; k = 1, 2, 3, 4) � íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå

ñëåäóåò îïðåäåëèòü.
Íåèçâåñòíûå ρk è σk íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé

f
(j)
00 (ρ, σ) = ϕ

(j)
00 (ρ, σ) = 0, (10)

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòåé
(0, 0) è (∞,∞) ñîâïàäàþò. Îíà òàêæå îïðåäåëÿåò ÷åòûðå ïàðû êîðíåé (ρk, σk) (k =
1, 2, 3, 4) . Îäíàêî, ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ â âèäå (8).

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ñ ðåãóëÿðíîé îñîáåííîñòüþ (1) ñ êîýôôèöèåí-

òàìè (3) èìåëà ðåøåíèå âèäà (5) âáëèçè îñîáåííîñòè (0, 0) , íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïàðà
(ρ, σ) áûëà êîðíåì ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè (0, 0)

âèäà (6), ãäå f
(j)
00 (ρ, σ) (j = 1, 2) åñòü êîýôôèöèåíòû ïðè íàèìåíüøèõ ñòåïåíÿõ ñèñòåìû

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (4).
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ñ ðåãóëÿðíîé îñîáåííîñòüþ (1) ñ êîýôôèöèåí-

òàìè (7) èìåëà ðåøåíèå âèäà (9), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïàðà (ρ, σ) áûëà êîðíåì ñèñòåìû

îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè (∞,∞) âèäà (10), ãäå ϕ
(j)
00 (ρ, σ) (j =

1, 2) åñòü êîýôôèöèåíòû ïðè íàèáîëüøèõ ñòåïåíÿõ ñèñòåìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé (8).

Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò ñëó÷àè, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) ìíîãî÷ëåíû
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáûìè êðèâûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû ïðÿìûõ, òî÷êè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ, òàêæå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.
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3. Äîïóñòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1)-ìíîãî÷ëåí âèäà

pi(x, y) = a
(i)
00 + a

(i)
10 · x + a

(i)
01 · y + a

(i)
11 · xy,

gi(x, y) = b
(i)
00 + b

(i)
10 · x + b

(i)
01 · y + b

(i)
11 · xy (i = 0, 1, 2).

(11)

Òîãäà, îñîáûå êðèâûå çàäàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû x2
(
a

(0)
00 + a

(0)
10 · x + a

(0)
01 · y + a

(0)
11 · xy

)
= 0,

y2
(
b
(0)
00 + b

(0)
10 · x + b

(0)
01 · y + b

(0)
11 · xy

)
= 0,

(12)

ïîëó÷åííîé ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ Zxx è
Zyy ñèñòåìû (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà (12). Ïîêàæåì, êàê îïðåäåëÿþòñÿ îñîáûå êðè-
âûå ñèñòåìû (12). Ðàññìîòðèì ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

à) Êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, ïðè{
x2 = 0,

y2 = 0
ïîëó÷èì îñîáåííîñòü (x = 0; y = 0).

Îíà ðåãóëÿðíàÿ è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ñèñòåìà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè
(11) âáëèçè îñîáåííîñòè (0, 0) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå âèäà (5).

á) Ñîâìåñòíî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà{
x2 = 0,

b
(0)
00 + b

(0)
10 · x + b

(0)
01 · y + b

(0)
11 · xy = 0

⇒ îñîáåííîñòü
(
x = 0; y = −b

(0)
00 /b

(0)
01

)
.

â) Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è ñèñòåìà{
a

(0)
00 + a

(0)
10 · x + a

(0)
01 · y + a

(0)
11 · xy = 0,

y2 = 0

îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòü
(
x = −a

(0)
00 /a

(0)
10 ; y = 0

)
.

Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå (5)
ã) Ñîâìåñòíî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà{

a
(0)
00 + a

(0)
10 · x + a

(0)
01 · y + a

(0)
11 · xy = 0,

b
(0)
00 + b

(0)
10 · x + b

(0)
01 · y + b

(0)
11 · xy = 0

è îñîáåííîñòè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî x è y . Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé:
Dj > 0, Dj = 0 è Dj < 0 (j = 1, 2) . Â çàâèñèìîñòè îò íàéäåííûõ çíà÷åíèé áóäóò
ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Êðîìå ýòîãî äîáàâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè: (0;∞) , (∞; 0) ,
(
∞;−b

(0)
00 /b

(0)
01

)
,(

−a
(0)
00 /a

(0)
10 ;∞

)
, (∞;∞) è äð.

Åñëè ó÷èòûâàòü òî, ÷òî âáëèçè êàæäîé îñîáåííîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü äî ÷åòûðåõ
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, òî òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü âáëèçè âûøåïðèâåäåííûõ âîñü-
ìè îñîáåííîñòåé äî 32 ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
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Ñèñòåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (8) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

Zj[x
ρ·yσ] ≡ xρ·yσ

{
f

(j)
00 (ρ, σ) + f

(j)
10 (ρ, σ) · x + f

(j)
01 (ρ, σ) · y + f

(j)
11 (ρ, σ) · xy

}
(j = 1, 2) (13)

èëè

Zj[x
ρ · yσ] ≡ xρ+1 · yσ+1

{
f

(j)
11 (ρ, σ) +

f
(j)
01 (ρ,σ)

x
+

f
(j)
10 (ρ,σ)

y
+

f
(j)
00 (ρ,σ)

x

}
=

= xρ+1 · yσ+1

{
ϕ

(j)
00 (ρ, σ) +

ϕ
(j)
10 (ρ,σ)

x
+

ϕ
(j)
01 (ρ,σ)

y
+

ϕ
(j)
11 (ρ,σ)

x

}
(j = 1, 2).

(14)

Èç (13) ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòåé (0; 0) îïðåäå-
ëèòñÿ â âèäå (6). Òîãäà, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ñèñòåìà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà
(11) èìååò ðåøåíèÿ âèäà (5).

Àíàëîãè÷íî, èç (14) îïðåäåëèì ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñî-
áåííîñòè (∞;∞) :{

f
(1)
11 (ρ, σ) ≡ ϕ

(1)
00 (ρ, σ) = a

(0)
11 · ρ · (ρ− 1) + a

(1)
11 · σ + a

(2)
11 = 0,

f
(2)
11 (ρ, σ) ≡ ϕ

(2)
00 (ρ, σ) = b

(0)
11 · σ · (σ − 1) + b

(1)
11 · ρ + b

(2)
11 = 0.

(15)

Îïðåäåëÿÿ (ρk, σk) (k = 1, 2, 3, 4) èç ýòîé ñèñòåìû, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 óñòàíàâ-
ëèâàåì, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ âèäà (9). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè

ϕ
(1)
00 (ρ, σ) ≡ a

(2)
11 6= 0, ϕ

(2)
00 (ρ, σ) ≡ b

(2)
11 6= 0,

ϕ
(1)
00 (ρ, σ) ≡ a

(2)
11 6= 0, ϕ

(2)
00 (ρ, σ) ≡ b

(2)
11 = 0,

ϕ
(1)
00 (ρ, σ) ≡ a

(2)
11 = 0, ϕ

(2)
00 (ρ, σ) ≡ b

(2)
11 6= 0,

òî åñòü òîãäà, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè (15) ðàâíû ïîñòîÿííûì èëè íóëþ, çàäàííàÿ ñèñòåìà
íå èìååò ðåøåíèå âèäà (9) âáëèçè îñîáåííîñòè (∞,∞) .
Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà Ýéëåðà âèäà{

x2 · Zxx + 2y · Zy − 2 = 0,

y2 · Zyy + 2x · Zx − 2 = 0.
(16)

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìåòîäîì Ôðîáåíèóñà-Ëàòûøåâîé. Ñ ýòîé öå-
ëüþ ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

L1[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ {ρ · (ρ− σ) + 2σ − 2} ,

L2[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ {σ · (σ − 1) + 2ρ− 2} .

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå{
f

(1)
00 (ρ, σ) ≡ ϕ

(1)
00 (ρ, σ) = ρ · (ρ− 1) + 2σ − 2 = 0,

f
(2)
00 (ρ, σ) ≡ ϕ

(2)
00 (ρ, σ) = σ · (σ − 1) + 2ρ− 2 = 0,

(17)

òî åñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòåé (0; 0) è (∞;∞)
ñîâïàäàþò. Ðåøàÿ (17), íàõîäèì ÷åòûðå ïàðû êîðíåé. Äâà èç íèõ (x1 = 1; y1 = 1)
è (x2 = −2; y2 = −2) äåéñòâèòåëüíûå è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïîêàçàòåëÿì ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ èìåþò âèä

Z1(x, y) = x · y, Z2(x, y) = x−2 · y−2 =
1

x2 · y2
.
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Ïåðâûå èç íèõ íå èìååò îñîáåííîñòåé, îñîáåííîñòü âòîðîãî ðåøåíèÿ (x = 0; y = 0) .
Ïðèìåð 2. Ìåòîäîì Ôðîáåíèóñà-Ëàòûøåâîé ïîñòðîèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû{

x2 · Zxx − x · y · Zy +
(

1
3
· x2 + 1

3
· xy + x− 6

)
· Z = 0,

y2 · Zyy − x · y · Zy +
(

1
3
· x2 + 1

3
· xy + y − 6

)
· Z = 0.

(18)

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû

L1[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ

{
[ρ · (ρ− 1)− σ] + (1− σ) · x + 1

2
xy + 1

3
x2

}
,

L2[x
ρ · yσ] ≡ xρ · yσ

{
[σ · (σ − 1)− σ] + (1− ρ) · y + 1

2
xy + 1

3
y2

}
.

(19)

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè (0; 0) :{
f

(1)
00 (ρ, σ) = ρ · (ρ− 1)− 6 = 0,

f
(2)
00 (ρ, σ) = σ · (σ − 1)− 6 = 0

èìååò ïàðû êîðíåé:

(ρ1 = −2; σ1 = −2), (ρ1 = −2; σ2 = 3), (ρ2 = 3; σ1 = −2), (ρ2 = 3; σ2 = 3). (20)

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Aµ,ν (µ, ν = 0, 1, 2, ...) ðåøåíèÿ (5) îïðåäåëÿþòñÿ èç
ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé

A10 · [(ρ + 1) · ρ− 6] + A00 · (1− σ) = 0,

A01 · [(σ + 1) · σ − 6] + A00 · (1− ρ) = 0,

A11 · [(ρ + 1) · ρ− 6] + A01 · [1− (σ + 1)] + 1
2
· A00 = 0,

A11 · [(σ + 1) · σ − 6] + A10 · [1− (ρ + 1)] + 1
2
· A00 = 0,

A20 · [(ρ + 2) · (ρ + 1)− 6] + A10 · (1− σ) + 1
3
· A00 = 0,

A02 · [(σ + 2) · (σ + 1)− 6] + A01 · (1− ρ) + 1
3
· A00 = 0,

.............................................................................

(21)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðû êîðíåé â ñèñòåìó (21) ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèì ðå-
øåíèÿ âèäà (5), ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïîêàçàòåëÿì. Òàê, ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîêàçàòåëþ (ρ2 = 3; σ2 = 3) èìååò âèä

Z1 = x3 · y3 ·
{

1 +
1

3
· x +

1

3
· y +

1

2 · 3!
· xy +

1

7 · 3!
· x2 +

1

7 · 3!
· y2 + ...

}
. (22)

Îäíàêî, íå âñå ðåøåíèÿ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü. Äåéñòâèòåëüíî, èç òðåõ îñòàâøèõñÿ ðå-
øåíèé óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêàçàòåëþ (ρ1 = −2; σ1 = −2) :

Z2 = x−2 · y−2 ·
{

1 +
3

2 · 2!
· x +

3

2 · 2!
· y +

1

2!
· xy +

31

3 · 4!
· x2 +

31

3 · 4!
· y2 + ...

}
, (23)

à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.
Îñîáåííîñòü (x = 0; y = 0) ðåãóëÿðíàÿ, à (x = ∞; y = ∞) � èððåãóëÿðíàÿ. Ñõî-

äèìîñòü ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé (22)�(23) âáëèçè (x = 0; y = 0) äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
Ãîðíà [2]. Ïî âèäó ñèñòåìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (19) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìó
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè (∞; ∞) îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ.
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Îíè ðàâíû ïîñòîÿííûì. Ïîýòîìó, ñèñòåìà (18) íå èìååò ðåøåíèå âèäà (9). Îáùåå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (18) íà îñíîâàíèè (2) çàïèøåòñÿ â âèäå

Z(x, y) = C1 · Z1(x · y) + C2 · Z2(x · y),

ãäå Z1(x · y) è Z2(x · y) îïðåäåëåíû â âèäå (22) è (23).
Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1) ÿâëÿþòñÿ è ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, â ÷àñò-

íîñòè ôóíêöèè Óèòòåêåðà äâóõ ïåðåìåííûõ. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òàêèõ ñèñòåì íåäî-
ñòàòî÷íà ðàçâèòà. Ïîýòîìó, èçó÷åíèå èõ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ.
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