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Найдены законы сохранения нулевого и первого порядков для одномерной си-
стемы двух римановых инвариантов.

Несмотря на то, что система инвариантов Римана (1) может приводить к форми-
рованию сингулярных решений, для которых пространственные производные равны
бесконечности (градиентная катастрофа), эта система может обладать законами со-
хранения первого порядка. Найдены условия для существования и плотности законов
сохранения первого порядка.

Хорошо известно, что система для двух инвариантов Римана

rt + λ(r, s)rx = 0, st + µ(r, s)sx = 0. (1)

имеет бесконечное число законов сохранения c плотностью F (r, s), которая зависит
только от r и s [1].

Найдены необходимые и достаточные условия на коэффициенты λ и µ, при которые
существуют законы сохранения зависящие также от t и x.

Для системы в инвариантах Римана (1) ищется закон сохранения нулевого порядка
в форме

DtF (t, x, r, s) +DxG(t, x, r, s) = 0. (2)

Если F и G не зависят от t и x, тогда функция F (t, x, r, s) находится как решение
линейного гиперболического уравнения

(λFr)s = (µFs)r, или (λ− µ)Frs + λsFr − µrFs = 0, (3)

которое в общем случае имеет два семейства решений и может быть решено каскадным
методом Лапласа.

Если допустить зависимость плотности закона сохранения F (t, x, r, s) от t и x, то
возможно существование дополнительных законов сохранения. Для законов сохранения
нулевого порядка имеет место следующее утверждение:

Утверждение. Система двух римановых инвариантов (1) имеет дополнительный
закон сохранения, зависящий от t и x, если и только если выполняется условие(
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. (4)

Причем F зависит от t и x линейно.
Для законов сохранения первого порядка

DtF (t, x, r, s, rx, sx) +DxG(t, x, r, s, rx, sx) = 0 (5)
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найдены условия на коэффициенты λ, µ, при которых система обладает бесконечным
набором плотностей. В частности, найдено условие существование закона сохранения
первого порядка не зависящего от t и x
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rx
+

e2gn(s)

sx
= a(r, s)

(
1
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1
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)
. (6)

Необходимым и достаточным условием является существование функций m(r) и n(s),
с помощью которых коэффициент a(r, s) имел два представления

a(r, s) = 2e−2fλrm(r), a(r, s) = 2e2gµsn(s). (7)
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