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В работе исследуется однозначная разрешимость задачи идентификации коэф-
фициентов при младшем члене и первой производной по пространственной пере-
менной в одном параболическом уравнении с условиями переопределения, задан-
ными на двух различных поверхностях.

Рассмотрим задачу идентификации коэффициентов при младшем члене и первой
производной по пространственной переменной в одном параболическом уравнении с
условиями переопределения, заданными на двух различных поверхностях. В работе
доказаны теоремы существования и единственности классического решения данной об-
ратной задачи в классе гладких ограниченных функций.

При доказательстве теоремы существования решения обратной задачи применялся
метод, позволяющий, используя условия переопределения, привести исходную обрат-
ную задачу к прямой вспомогательной задаче для нагруженного уравнения. Исследо-
вание корректности прямой задачи проведено методом слабой аппроксимации [1, 2].

Задача идентификации коэффициентов при нелинейном члене и производной по
времени для полулинейного параболического уравнения с нелинейностью достаточно
общего вида была исследована в работе [3].

Другие задачи идентификации нескольких коэффициентов параболических уравне-
ний см., например, в [4, 5, 6].

В полосе G[0,T ] = {(t, x, z)| 0 ≤ t ≤ T, x ∈ E1, z ∈ E1} рассматривается параболиче-
ское уравнение

ut = α(t)uxx + λ1(t, x)ux + λ2(t, x)uzz + λ3(t, x)uz + λ4(t, x)u + λ5(t, x)g(t, x, z) (1)

с двумя неизвестными коэффициентами λ1(t, x), λ4(t, x), с начальным условием

u(0, x, z) = u0(x, z), (x, z) ∈ E2. (2)

Функции u0(x, z), g(t, x, z) заданы в E2 и G[0,T ] соответственно. Коэффициенты α(t),
λ2(t, x), λ3(t, x), λ5(t, x), являются непрерывными действительнозначными функциями
в C[0, T ] и Π[0,T ] соответственно, причем α(t) > 0 и λ2(t, x) > 0, Π[0,T ] = {(t, x)| 0 ≤ t ≤
T, x ∈ E1}, T > 0, T = const. En – действительное n-мерное евклидово пространство,
n ≥ 1, n – целое.

Предполагается, что выполняются условия переопределения на двух различных по-
верхностях:

u(t, x, β1(t)) = ϕ1(t, x), u(t, x, β2(t)) = ϕ2(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], (3)
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где β1(t), β2(t) ∈ C1[0, T ], β1(t) 6= β2(t), и ϕ1(t, x), ϕ2(t, x) – заданные функции, удовлет-
воряющие условиям согласования

ϕ1(0, x) = u0(x, β1(0)), ϕ2(0, x) = u0(x, β1(0)), β1(0) 6= β2(0), x ∈ E1. (4)

Под решением задачи (1)-(3) в полосе G[0,t∗], 0 < t∗ ≤ T , понимается тройка функций
u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x), которые удовлетворяют соотношениям (1)-(3).

Переход от обратной задачи к прямой вспомогательной задаче

Полагая z = β1(t) в уравнении (1), а затем z = β2(t) в этом же уравнении приходим
к системе алгебраических уравнений из которой находим неизвестные коэффициенты
λ1(t, x), λ4(t, x). Они определяются следующими соотношениями

λ1(t, x) =
Pϕ2 −Qϕ1

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

, (5)

λ4(t, x) =
Qϕ1x − ϕ2xP

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

, (6)

где

P = ϕ1t−uz|z=β1(t)β
′
1(t)−α(t)ϕ1xx−λ2(t, x)uzz|z=β1(t)−λ3(t, x)uz|z=β1(t)−λ5(t, x)g(t, x, β1(t)),

Q = ϕ2t−uz|z=β2(t)β
′
2(t)−α(t)ϕ2xx−λ2(t, x)uzz|z=β2(t)−λ3(t, x)uz|z=β2(t)−λ5(t, x)g(t, x, β2(t)).

Пусть выполняется соотношение

|ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1| ≥ δ > 0, δ − const, (t, x) ∈ Π[0,T ]. (7)

Прямая вспомогательная задача имеет вид

ut = α(t)uxx +
Pϕ2 −Qϕ1

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

ux + λ2(t, x)uzz + λ3(t, x)uz+

+
Qϕ1x − ϕ2xP

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

u + λ5(t, x)g(t, x, z), (8)

u(0, x, z) = u0(x, z), (x, z) ∈ E2. (9)

Разрешимость прямой вспомогательной задачи

Для доказательства существования решения задачи (8), (9) применим метод слабой
аппроксимации [1, 2] . Расщепим задачу (8), (9) и линеаризуем ее сдвигом по времени
на (t− τ/3) в нелинейных членах, получим

uτ
t = 3α(t)uτ

xx + 3
P τϕ2 −Qτϕ1

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

uτ
x, nτ < t ≤ (n +

1

3
)τ, (10)

uτ
t = 3λ2(t, x)uτ

zz + 3λ3(t, x)uτ
z , (n +

1

3
)τ < t ≤ (n +

2

3
)τ, (11)

uτ
t = 3

Qτϕ1x − ϕ2xP
τ

ϕ2ϕ1x − ϕ2xϕ1

uτ + 3λ5(t, x)g(t, x, z), (n +
2

3
)τ < t ≤ (n + 1)τ, (12)
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uτ (0, x, z) = u0(x, z), x ∈ E1, z ∈ E1, (13)

где n = 0, N − 1, τN = T , N > 1 - целое,

P τ = ϕ1t − uτ
z(t−

τ

3
, x, β1(t))β

′
1(t)− α(t)ϕ1xx − λ2(t, x)uτ

zz(t−
τ

3
, x, β1(t))−

−λ3(t, x)uτ
z(t−

τ

3
, x, β1(t))− λ5(t, x)g(t, x, β1(t)),

Qτ = ϕ2t − uτ
z(t−

τ

3
, x, β2(t))β

′
2(t)− α(t)ϕ2xx − λ2(t, x)uτ

zz(t−
τ

3
, x, β2(t))−

−λ3(t, x)uτ
z(t−

τ

3
, x, β2(t))− λ5(t, x)g(t, x, β2(t)).

Сделаем предположение относительно входных данных.
Предполагаем, что входные данные достаточно гладкие и удовлетворяют неравен-

ствам ∣∣∣∣ ds

dts
β1(t)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ds

dts
β2(t)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂l+s

∂xl∂ts
ϕ1(t, x)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ ∂l+s

∂xl∂ts
ϕ2(t, x)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂m

∂xm
λi(t, x)

∣∣∣∣≤ C, l = 0, 6, m = 0, 4, s = 0, 1, i = 2, 3, 5, (14)

∣∣∣∣ ∂k

∂zk

∂m

∂xm
u0(x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂k

∂zk

∂m

∂xm
g(t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, m = 0, 4, k = 0, 10− 2m, (15)

где (t, x, z) ∈ G[0,T ], C-const.
Докажем априорные оценки, гарантирующие компактность семейства решений

uτ (t, x, z) задачи (10)-(13) в классе гладких ограниченных функций.
Используя достаточную гладкость входных данных показываем равномерную по τ

оценку ∣∣∣∣ ∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, при k = 0, 10, (t, x, z) ∈ G[0,t∗]. (16)

Эта оценка позволяет нам доказать равномерные по τ в полосе G[0,t∗] оценки

∣∣∣∣ ∂m

∂xm

∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, m = 0, 4, k = 0, 10− 2m, (t, x, z) ∈ G[0,t∗], (17)

∣∣∣∣ ∂k

∂zk
uτ

txx(t, x, z)
∣∣∣∣≤ C, k = 0, 2, (t, x, z) ∈ G[0,t∗]. (18)

Таким образом, выполнены следующие оценки равномерно по τ∣∣∣∣ ∂

∂t

∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂

∂x

∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂

∂z

∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, (19)

∣∣∣∣ ∂

∂t

∂k

∂zk

∂m

∂xm
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂

∂x

∂k

∂zk

∂m

∂xm
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂

∂z

∂k

∂zk

∂m

∂xm
uτ (t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, (20)

m = 0, 2, k = 0, 2, (t, x, z) ∈ G[0,t∗].
Оценки (17), (19), (20) гарантируют выполнение условий теоремы Арцела о ком-

пактности. Согласно теореме Арцела некоторая подпоследовательность uτk(t, x, z) по-
следовательности uτ (t, x, z) решений (10)-(13) сходится вместе с производными по x и
z до второго порядка включительно к некоторой функции u(t, x, z) ∈ C0,2,2

t,x,z (G[0,t∗]). На
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основании теоремы сходимости метода слабой аппроксимации доказано, что u(t, x, z)
есть решение задачи (8), (9) и u(t, x, z) ∈ C1,2,2

t,x,z (G[0,t∗]), где

C1,2,2
t,x,z (G[0,t∗]) =

{
f(t, x, z)|f, ft ∈ C(G[0,t∗]),

∂m+k

∂xm∂zk
f ∈ C(G[0,t∗]), m = 0, 2, k = 0, 2

}
.

И имеют место оценки∣∣∣∣ ∂k

∂zk

∂m

∂xm
u(t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, k = 0, 2, m = 0, 2. (21)

Таким образом, доказали существование решения u(t, x, z) прямой задачи (8), (9).

Существование и единственность классического решения обратной задачи

Докажем, что тройка функций u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x), где λ1(t, x), λ4(t, x) заданы
соотношениями (5), (6) является классическим решением обратной задачи (1)-(3). Так
как u(t, x, z) – это решение прямой задачи (8), (9), то подставив u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x)
в (1), мы получим верное тождество.

Согласно (7), (14), (15), (21) из (5), (6), (8) следует, что тройка функций u(t, x, z),
λ1(t, x), λ4(t, x) принадлежит классу

U(t∗) = {u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x)|u ∈ C1,2,2
t,x,z (G[0,t∗]), λ1, λ4 ∈ C0,2

t,x(Π[0,t∗])}

и имеют место неравенства

2∑
m=0

2∑
k=0

∣∣∣∣ ∂m

∂xm

∂k

∂zk
u(t, x, z)

∣∣∣∣≤ C, (t, x, z) ∈ G[0,t∗], (22)

2∑
m=0

∣∣∣∣ ∂m

∂xm
λ1(t, x)

∣∣∣∣+ 2∑
m=0

∣∣∣∣ ∂m

∂xm
λ4(t, x)

∣∣∣∣≤ C, (t, x) ∈ Π[0,t∗], (23)

где

C0,2
t,x(Π[0,t∗]) =

{
f(t, x)| ∂m

∂xm
f ∈ C(Π[0,t∗]), m = 0, 2

}
.

Далее показывается выполнение условий переопределения (3).
Доказана
Теорема 1. Пусть выполняются условия (4), (7), (14), (15). Тогда существует

решение u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x) задачи (1)-(3) в классе U(t∗), удовлетворяющее со-
отношениям (22), (23). Постоянная t∗, 0 < t∗ ≤ T , зависит от постоянных C и δ из
соотношений (7), (14), (15).

Единственность решения задачи (1)-(3) доказана стандартным способом. Предпола-
гая, что u1(t, x, z), λ1

1(t, x), λ1
4(t, x) и u2(t, x, z), λ2

1(t, x), λ2
4(t, x) – два решения задачи

(1)-(3) в G[0,t∗], удовлетворяющее условиям (22), (23), показываем равенство нулю раз-
ности этих двух решений.

Доказана
Теорема 2. Пусть выполняются условия (4), (7), (14), (15). Тогда существует

единственное решение u(t, x, z), λ1(t, x), λ4(t, x) задачи (1)-(3) в классе U(t∗), удовле-
творяющее соотношениям (22), (23). Постоянная t∗, 0 < t∗ ≤ T , зависит от посто-
янных C и δ из соотношений (7), (14), (15).
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