
Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿâ ñâåòå èäåé Í.Í.ßíåíêî ∗Â.Ï.ÈëüèíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêèè ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ,Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÍîâîñèáèðñê1 ÂâåäåíèåÑîâðåìåííîå áóðíîå ðàçâèòèå êîíöåïöèè, ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿïîäòâåðæäàåò òó èçâåñòíóþ èñòèíó, ÷òî íîâîå � ýòî õîðîøî çàáûòîå ñòàðîå. Â çíà÷èòåëüíîéñòåïåíè ðåøàåìûå â íà÷àëå 21-ãî âåêà àêòóàëüíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíûõ íàóê (omputersiene) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåîñìûñëèâàíèå ïîíÿòèé, çàëîæåííûõ åùå â 70-å ãîäû ïèîíåð-ñêèìè ðàáîòàìè ó÷åíûõ, ñðåäè êîòîðûõ âûäàþùóþñÿ ðîëü ñûãðàë Í.Í.ßíåíêî. Çäåñü ñëåäóåòîòìåòèòü íå òîëüêî åãî ëè÷íûå ðåçóëüòàòû, íî è �àêòè÷åñêè êîëëåêòèâíûå ðåøåíèÿ, ñ�îðìèðî-âàâøèåñÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ áóðíûõ äèñêóññèÿõ íà îðãàíèçîâàííûõ èì ðåãóëÿðíûõ ñåìèíàðàõ èêîí�åðåíöèÿõ, ñûãðàâøèõ îãðîìíóþ ðîëü â ñîçäàíèè íàó÷íûõ øêîë â ðàçëè÷íûõ ãîðîäàõ è ðåñ-ïóáëèêàõ ÑÑÑ�. �îæäåíèå íîâûõ îïðåäåëåíèé è ìåòîäèê â ýòèõ ìîçãîâûõ øòóðìàõ, êàê ïðàâèëî,áûëî îáÿçàíî èíèöèàòèâå Íèêîëàÿ Íèêîëàåâè÷à, [1℄ � [2℄.Íåñêîëüêî ïàðàäîêñàëüíûì, íà ïåðâûé âçãëÿä, îêàçàëñÿ òàêîé òåðìèí, êàê �èíâàðèàíòÍ.Í.ßíåíêî� � �áîëüøàÿ çàäà÷à�. Ñìûñë åãî áûë â òîì, ÷òî íà ÝÂÌ ëþáîãî ïîêîëåíèÿ áîëüøàÿ(äëÿ ñâîåãî òåêóùåãî ìîìåíòà) çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâîå àñòðîíîìè÷åñêîå âðåìÿ �÷àñû, äåñÿòêè ÷àñîâ èëè áîëåå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿëèñü ìàëûå è ñðåäíèå çàäà÷è � ñîîòâåò-ñòâåííî ñ äëèòåëüíîñòüþ ñ÷åòà â ìèíóòû è äåñÿòêè ìèíóò. Çà ïðîøåäøèå äåñÿòèëåòèÿ ïðîäîë-æàåò íåóêëîííî âûïîëíÿòüñÿ çàêîí Ìóðà, â ñîãëàñèè ñ êîòîðûì çà êàæäûå 11 ëåò õàðàêòåðíîåáûñòðîäåéñòâèå êîìïüþòåðîâ óâåëè÷èâàåòñÿ â 1000 ðàç: èìåííî òàêîé ïåðèîä ïðîõîäèë ìåæäóïîÿâëåíèÿìè ïåðâûõ ãèãà�ëîïíèêîâ (1986 ã.), òåðà�ëîïíèêîâ (1997 ã.) è ïåòà�ëîïíèêîâ (2008ã.). È ïî ýòîìó æå çàêîíó â 2019 ãîäó ïîÿâèòñÿ ïåðâûé ýêçà�ëîïíûé êîìïüþòåð. Íî òåì íå ìåíååòåçèñ Í.Í.ßíåíêî î áîëüøîé çàäà÷å îñòàåòñÿ â ñèëå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî óæå êà÷åñòâåííî íîâûåïðîáëåìû: ìåæäèñöèïëèíàðíûå, îáðàòíûå, ñî ñâåðõâûñîêèì ðàçðåøåíèåì èëè íåäîîïðåäåííû-ìè äàííûìè. �àçìåðíîñòè, èëè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, òåïåðü èçìåðÿþòñÿ ìèëëèîíàìè èëèñîòíÿìè ìèëëèîíîâ. �Äîðîæíàÿ êàðòà� (Road Map) Ìåæäóíàðîäíîãî êîìèòåòà ïî ýêçà�ëîïíûìâû÷èñëåíèÿì (IESP � International Exasale Software Program) ñîäåðæèò ñïèñîê âïå÷àòëÿþùèõçàäà÷ èç áèîëîãèè, ìàòåðèàëîâåäåíèÿ, ãåî�èçèêè è ò.ï., ðåàëüíî äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñòàëî òðåòüèì ïóòåì ïîçíàíèÿ, îñóùåñòâëÿÿ ðîëü ïîñðåäíèêà ìåæäóòåîðåòèêàìè è ýêñïåðèìåíòàòîðàìè, ñì. [3℄ è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû.Áîëüøîå çíà÷åíèå, êàê ìåòîäîëîãè÷åñêîå, òàê è ïðàêòè÷åñêîå, ñûãðàëè ïðîâîäèìûå Íèêî-ëàåì Íèêîëàåâè÷åì îñòðûå îáñóæäåíèÿ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ. Ïî-
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ÿâèâøèåñÿ âïîñëåäñòâèè íàçâàíèÿ ñáîðî÷íîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ, �ðàãìåíòàðíîãî è îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ �àêòè÷åñêè òàê èëè èíà÷å ñëåäóþò ìîäóëüíîìó ïðèíöè-ïó. Îïèñàííàÿ Í.Í.ßíåíêî çíàìåíèòàÿ �òåõíîëîãè÷åñêàÿ öåïî÷êà� êðóïíîìàñøòàáíîãî âû÷èñëè-òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ðåàëèçóåìàÿ íà ýòàïàõ æèçíåííîãî öèêëà ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì(ÏÏÏ): ïðîåêòèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòêè, ýêñïëóàòàöèè, ñîïðîâîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ,� óãëóáëÿåòñÿ èñïåöèàëèçèðóåòñÿ, ÷åìó áóäåò ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïóíêò äàííîé ðàáîòû. Çäåñü êëþ÷åâûìè ìî-ìåíòàìè, êàê è â òå ãîäû, îñòàþòñÿ âîïðîñû àâòîìàòèçàöèè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ, à òàêæå èõðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è îòîáðàæåíèÿ íà àðõèòåêòóðó ÝÂÌ (ñåé÷àñ òî÷íåå ãîâîðèòü ÌÂÑ � ìíîãî-ïðîöåññîðíûõ è ìíîãîÿäåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì).Òâîð÷åñêàÿ ñóäüáà Íèêîëàÿ Íèêîëàåâè÷à, êîòîðûé åùå äî ñâîèõ âûäàþùèõñÿ ðåçóëüòàòîââ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ðåøåíèè âàæíåéøèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ îáîðîííûå,óñïåë çàùèòèòü äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ïîäòâåðæäàåò èñòèíóî åäèíñòâå òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, ìàòåìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíûõ íàóê (omputer siene) [4℄.Äëÿ òåêóùåãî ìîìåíòà çíàìåíàòåëüíî íå òîëüêî ïðèøåñòâèå ñóïåðêîìïüþòåðîâ è ñâåðõçàäà÷,íî è âíåäðåíèå â ðàñ÷åòíóþ ïðàêòèêó êà÷åñòâåííî íîâûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå òåîðèè ãðóïï,ìíîãîîáðàçèé, âûñøåé àëãåáðû è òîïîëîãèè, ãàìèëüòîíîâûõ �îðìàëèçìîâ è ò.ä.Ìèðîâîé ðûíîê ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïåðåíàñûùåí áèáëèîòåêàìè è ïàêåòà-ìè ïðîãðàìì äëÿ âñåâîçìîæíûõ îáëàñòåé (NETLIB, NAG, IMSL, NASTRAN, ANSYS, MATLAB,...),êàê ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûìè, òàê è êîììåð÷åñêèìè, è èçìåðÿþòñÿ â äåíåæíîì âûðàæåíèèìèëëèàðäàìè. Îäíàêî, êàê àâòîðèòåòíî çàÿâëÿåò IESP, âû÷èñëèòåëüíîå ñîîáùåñòâî îêàçàëîñüâ äðàìàòè÷åñêîé ñèòóàöèè, îáóñëîâëåííîé íåèçáåæíîé ñìåíîé âñåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ,â ñâÿçè ñ óæå íà÷àâøèìñÿ ïåðåõîäîì îò êîìïüþòåðîâ ñ òûñÿ÷àìè ïðîöåññîðîâ ê ñóïåðöåíòðàìñ ìèëëèîíàìè ïðîöåññîðîâ è ìèëëèàðäàìè ÿäåð. Ïðåäñòîèò êàðäèíàëüíàÿ ñìåíà òåõíîëîãèé èïàðàäèãì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, �îðìèðóþùàÿ óæå òàêèå î÷åâèäíûå ïðèíöèïû, êàê ñîçäàíèå îá-ùåäîñòóïíîãî êîäà (Open Soure) è îðãàíèçàöèÿ âñåìèðíîé êîîïåðàöèè åãî ðàçðàáîò÷èêîâ. Ïðèòàêîé ãëîáàëèçàöèè ïðîåêòîâ áåçóñëîâíî çàìàí÷èâî ïîïûòàòüñÿ îñìûñëèòü âîçìîæíûå ïóòè ðàç-âèòèÿ àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ íàóêîåìêèõ âû÷èñëåíèé.2 Àëãîðèòìè÷åñêèå ñòðóêòóðû è òåõíîëîãèè íà ñòàäèÿõ âû÷èñëè-òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòàÌû ðàññìîòðèì íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå äîñòàòî÷íî îáùóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ, à òàêæå îñíîâíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ýòàïû êðóïíîìàñøòàáíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-ïåðèìåíòà, çàêëàäûâàåìûõ â êîíöåïöèþ áàçîâîé ñèñòåìû ìîäåëèðîâàíèÿ (ÁÑÌ, [3℄), êîòîðàÿäîëæíà ñëóæèòü èíñòðóìåíòàëüíîé, ïî ïðèíöèïó ïîïóëÿðíîãî äåòñêîãî êîíñòðóêòîðà LEGO,åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðÿåìîãî è îáùåäîñòóïíîãî äëÿ ñîçäàíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé.Êîìïîíåíòû ÁÑÌ äîëæíû ïîääåðæèâàòü ñëåäóþùèå àëãîðèòìè÷åñêèå ñòðóêòóðû è òåõíîëîãèè,ñ îáÿçàòåëüíûì àêöåíòîì íà ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ [5℄.�åîìåòðè÷åñêîå �óíêöèîíàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå. Çàäàíèå ïîëüçîâàòåëåì èñõîäíûõ äàííûõçàäà÷è è óêàçàíèé ïî ìåòîäàì åå ðåøåíèÿ (�îðìèðîâàíèå �èçè÷åñêîé, ìàòåìàòè÷åñêîé è âû-÷èñëèòåëüíîé ìîäåëåé) � ýòî ïåðâàÿ ñòàäèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðóþ íàçîâåìýòàïîì ãåîìåòðè÷åñêîãî è �óíêöèîíàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Åãî ñîäåðæàíèåì ÿâëÿåòñÿ îïèñà-íèå è âîçìîæíîå ðåäàêòèðîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (âåðøèíû, ðåáðà,ãðàíè, �èãóðû), âìåñòå ñ óêàçàíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè, à òàêæå �óíêöèîíàëü-íûõ îáúåêòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ òèïû ðåøàåìûõ óðàâíåíèé, êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, àòàêæå ïðåäñòàâëÿåìûõ â íèõ êîý��èöèåíòàõ (ñ ïðèâÿçêîé ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäîáëàñòÿì èãðàíè÷íûì ïîâåðõíîñòíûì ñåãìåíòàì). Äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàþòñÿ ïàðà-2



ìåòðèçîâàííûå èñõîäíûå äàííûå, ñîâìåñòíî ñ îïèñàíèåì îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå âàðèàöèèïàðàìåòðîâ è �îðìóëèðîâêîé öåëåâîãî �óíêöèîíàëà. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äðóæåñòâåííîãî èíòåð-�åéñà ïîëüçîâàòåëþ äîëæíû íà äàííîì ýòàïå ïðåäîñòàâëÿòüñÿ èíòåëëåêòóàëüíûå ãðà�è÷åñêèåè òåêñòîâûå ñðåäñòâà �îðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âû÷èñëèòåëüíîãî çàäàíèÿ. À ðå-çóëüòàòîì ðàáîòû ýòîé ñòàäèè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ è �óíêöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðû äàííûõ(�ÑÄ è ÔÑÄ), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå èñõîäíóþ èí�îðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ âûïîëíåíèÿïîñëåäóþùèõ ýòàïîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Â öåëÿõ ïðèäàíèÿ ãèáêîñòè ÁÑÌ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âîç-ìîæíîñòü ìíîæåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �îðìàòîâ, ñ èõ âçàèìíîé êîíâåðòèçàöèåé. Â ÷àñòíîñòè,ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ïîääåðæêè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàñïðîñòðàíåííûìè âíåøíèìè ïðèëîæåíèÿìè,íàïðèìåð, ãðà�è÷åñêèìè èëè ÑÀÏ�îâñêèìè ïðîäóêòàìè, áàçèðóþùèìèñÿ íà îáùåïðèíÿòûõ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ �îðìàòàõ, ñì. ïîäðîáíåå [6℄, [7℄.Äèñêðåòèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîñòðîåíèå ñåòêè ïðåäñòàâëÿåò îñîáî ñëîæíóþïðîáëåìó â ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àÿõ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâîëèíåéíûìè è, âîçìîæíî, äâèæó-ùèìèñÿ ãðàíèöàìè (äëÿ ïîñëåäíèõ ñïåöèàëüíûé êëàññ ñîñòàâëÿþò ò.í. ñâîáîäíûå ãðàíèöû, ïî-ëîæåíèå êîòîðûõ çàðàíåå íåèçâåñòíî). Ñàìà ñåòêà îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñâîèõ îáúåêòîâðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè: óçëû, ðåáðà, ãðàíè, êîíå÷íûå îáúåìû,� à òàêæå òîïîëîãè÷åñêèìè ñâÿ-çÿìè ìåæäó íèìè. Ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ ïîäîáëàñòÿìè è ñå-òî÷íîé ñòðóêòóðîé ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ àíàëîãèÿ, è îíè ñîäåðæàò ïî ñóòè îäíîòèïíûå íàáîðûîáúåêòîâ ìàêðî- è ìèêðîóðîâíÿ.Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñåòîê îòëè÷àþòñÿ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì è èìåþò îáøèðíóþ ïðî�åñ-ñèîíàëüíóþ ëèòåðàòóðó. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ è êâàçèêîí�îðìíûå îòîáðàæåíèÿ, è âàðèàöèîííûåïðèíöèïû, è ñïåöèàëüíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è ìíîãî÷èñëåííûå ýìïèðè÷åñêèå ïðèåìû.Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, èëè ãåíåðàòîðû ñåòîê, ñóùåñòâóåò â øèðîêîì àññîð-òèìåíòå, èëè â ñâîáîäíîì äîñòóïå ÷åðåç Èíòåðíåò, èëè â êà÷åñòâå êîììåð÷åñêèõ ïðîäóêòîâ. Çà÷à-ñòóþ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì (ÏÏÏ), íî îíè òàêæå ñóùåñòâóþò è â àâòîíîìíîé �îðìå, ïîçâî-ëÿþùåé èõ âñòðàèâàòü â ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ.Ñîãëàñíî èäåîëîãèè ÁÑÌ, ñòàäèÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ðåàëèçóåòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëü-íûõ, èñïîëüçóÿ íà âõîäå òîëüêî îäèí èç �îðìàòîâ �ÑÄ, �ÔÑÄ è �îðìèðóÿ íà âûõîäå ñåòî÷íóþñòðóêòóðó äàííûõ (ÑÑÄ), òàêæå äîïóñêàþùóþ ìíîæåñòâåííûå �îðìàòû äàííûõ ñ êîíâåðòîðàìè.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìåòîäîëîãèÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå âíåøíèõñóùåñòâóþùèõ ñåòî÷íûõ ãåíåðàòîðîâ, îñóùåñòâëÿÿ òàêèì îáðàçîì àêòóàëüíûå âîçìîæíîñòè èí-òåãðàöèè ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé è ïåðåèñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà.Àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè. Êîíå÷íîé öåëüþ äèñêðåòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò èñõîäíûõ�óíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ê êîíå÷íî-ìåðíûì óðàâíåíèÿì, íåðàâåíñòâàì èëè ðåêóðñèÿì. Ïðèýòîì �àêòè÷åñêè çàäà÷à àëãåáðàèçèðóåòñÿ, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé, ïðî-èçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ. Îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ñåòî÷íûõ ñîîòíîøåíèé � ýòî ìåòîäûêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊ�, ÌÊÎ, ÌÊÝ, ñì. [8℄, [9℄), êîë-ëîêàöèé è ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿäû Ôóðüå. Íå ïûòàÿñü äåëàòüîáçîðà èìåþùåãîñÿ îãðîìíîãî ìàòåðèàëà ïî äàííûì âîïðîñàì, ìû êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ ãëàâíûìîáðàçîì íà òåõíîëîãè÷åñêèõ àñïåêòàõ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ ÌÊÎ è ÌÊÝ, ïîçâîëÿþùèõ êîí-ñòðóèðîâàòü ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè íà ðàçëè÷íûõ òèïàõ êîíå÷íûõîáúåìîâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Âàæíûì ìîìåíòîì ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîýëåìåíòíàÿ òåõíîëîãèÿ âû÷èñëåíèÿ ëî-êàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ ïðàâûõ ÷àñòåé ñ ïîñëåäóþùåé ñáîðêîé (àññåìáëèðîâàíèåì) ãëî-áàëüíûõ ìàòðèö è ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ � ÑËÀÓ èëèÑÍÀÓ). Ýòîò ïðèåì çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ è åñòåñòâåííûì îáðàçîìîáåñïå÷èâàåò ý��åêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå äàííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýòàïà, ïîñêîëüêó òàêèå3



ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåò ñâîéñòâàòîëüêî òîïîëîãè÷åñêè áëèæàéøèõ ñåòî÷íûõ îáúåêòîâ, íî íèêàê íå èñïîëüçóåò èõ äàëüíèå ñâÿçè..Â íåñòàöèîíàðíûõ ïðîáëåìàõ ïðîñòðàíñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êàæäîìâðåìåííîì øàãå, à ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîñòåé òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ èòåðàöèîííî äëÿâñåõ øàãîâ. Íàèáîëåå òðóäîåìêèìè îêàçûâàþòñÿ çàäà÷è ñ äèíàìè÷åñêèìè ñåòêàìè, åñëè èõ ïðè-õîäèòñÿ ïåðåñòðàèâàòü íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ êàæäîãî øàãà ïî âðåìåíè.�åçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ýòàïà àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ(ÀÑÄ), àêêóìóëèðóþùàÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå âñþ èñõîäíóþ èí�îðìàöèþ î ðåøàåìîé ïðîáëå-ìå, è äëÿ êîòîðîé èìåþòñÿ îáùåïðèíÿòûå â ìèðå ñæàòûå ìàòðè÷íûå �îðìàòû, âìåñòå ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ïåðåõîäíèêàìè � êîíâåðòîðàìè.Çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Åñëè ðåøàåìàÿ ïðîáëåìà â öåëîì ÿâëÿåòñÿ íåñòà-öèîíàðíîé è íåëèíåéíîé, âñå ðàâíî ïîñëå ýòàïîâ âðåìåííîé àïïðîêñèìàöèè è êâàçèëèíåàðèçàöèèìû ïðèõîäèì ê çàäà÷àì ëèíåéíîé àëãåáðû, èç êîòîðûõ íàèáîëåå òèïè÷íû � ýòî ðåøåíèå ÑËÀÓèëè ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Õàðàêòåðíûå ìàòðèöû, âîçíèêàþùèå â ñåòî÷íûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ çà-äà÷, ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè, ëåíòî÷íûìè è áîëüøèìè. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïîðÿäêè
N äîñòèãàþò äåñÿòêîâ è ñîòåí ìèëëèîíîâ, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñîñðåäîòî÷åíû â íåêîòîðîéïîëîñå øèðèíû m îêîëî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì âåëè÷èíà m è ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîââ êàæäîé ñòðîêå íå çàâèñÿò îò N . Äèñêðåòèçèðîâàííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèåèç àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (îïðåäåëåííûõ íà ãðàíèöå èëè â îáúåìå ðàñ÷åòíîéîáëàñòè) ÿâëÿþòñÿ, íàîáîðîò, ïëîòíûìè, íî çà÷àñòóþ èìåþò ñïåöèàëüíûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà(íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ òåïëèöåâûìè, êâàçè- èëè áëî÷íî-òåïëèöåâûìè).Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà � õîðîøî ïðîäâèíóòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà è ñî-äåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ñàìûìè ðàçíûìè òèïàìè ìàòðèö:âåùåñòâåííûìè è êîìïëåêñíûìè, êâàäðàòíûìè è ïðÿìîóãîëüíûìè, ýðìèòîâûìè è íåýðìèòîâû-ìè, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè è çíàêîíåîïðåäåëåííûìè. Èìååòñÿ òàêæå ñîîòâåòñòâóþùååîáøèðíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå â âèäå áèáëèîòåê èëè ïðèêëàäíûõ ïàêåòîâ, êàê ñâîáîäíîðàñïðîñòðàíÿåìûõ â Èíòåðíåòå, òàê è êîììåð÷åñêèõ.Àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è � �óçêîå ãîðëûøêî� ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïî-òðåáëÿåìûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû íåëèíåéíî ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà N . Ïîýòîìó çäåñüîñîáåííî àêòóàëüíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ íà ÌÂÑ ñ îáùåé, ðàçäåëåííîé è ãèáðèäíîéïàìÿòüþ.Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îï-òèìèçàöèÿ êîäà, ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå ñæàòûõ �îðìàòîâ äàííûõ ïîçâîëÿåò êàðäèíàëüíî ñîêðà-ùàòü îáúåì õðàíèìîé èí�îðìàöèè, íî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðåàëèçàöèþ äîñòóïà ê ìàòðè÷íûìýëåìåíòàì, ÷òî îñîáåííî êðèòè÷íî ïðè ìíîãîóðîâíåâîé íåîäíîðîäíîñòè êýøà è îïåðàòèâíîé ïà-ìÿòè.Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè ðåøåíèÿîáðàòíûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà, ÿâëÿþòñÿ áóðíîðàçâèâàþùåéñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îáëàñòüþ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Çäåñü ðàçâèòûìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è âíóòðåííèõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ðàçâèòèåì ïîä-õîäîâ ñî øòðà�íûìè �óíêöèÿìè, èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ðåãóëèðîâêèïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, à òàêæå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ Íüþòîíà è ïîñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðà-òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ ÑÍÀÓ.Â äàííîé òåìàòèêå èìååòñÿ ìíîãî àêòóàëüíûõ è äàëåêî íå ðåøåííûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñïîèñêîì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìó-ùåíèé è ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòîâ �óíêöèîíàëîâ èëè �óíêöèé ÷óâñòâè-òåëüíîñòè ê âàðèàöèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Çà÷àñòóþ ïîñòàíîâêè òðåáóþò øòó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ4



óñòîé÷èâîñòè è êîððåêòíîñòè çàäà÷è äëÿ ïîèñêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåãóëÿðèçàöèîííîãî ïîäõîäà.Ê ýòîé æå îáëàñòè ìîæíî îòíåñòè èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ ý�-�åêòàìè áè�óðêàöèé, ñàìîîðãàíèçàöèè è õàîñà, ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è ò.ä., ãäå çà÷àñòóþ åùåîñòàþòñÿ îòêðûòûìè ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Ïîñòîáðàáîòêà è âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ íàóêîåìêèõ àë-ãîðèòìîâ â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ ìîæåò ñîñòàâëÿòü îòíþäü íå ãëàâíóþ äîëþ îáùåãî âû÷èñëè-òåëüíîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó àíàëèç ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ òðåáóåò èõ ïðåçåíòàáåëüíîé âèçó-àëèçàöèè ñ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêîé ñåòî÷íûõ �óíêöèé, ÷òî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ðåñóðñî-åìêèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî �îðìèðîâàíèþ ñå÷åíèé, èçîëèíèé è èçîïîâåðõíîñòåé, ðàç-ëè÷íûõ ãðà�èêîâ ñ âîçìîæíîé àíèìàöèåé ìíîãîöâåòíûõ èçîáðàæåíèé. Òàêèå òåõíîëîãè÷åñêèåïðîáëåìû îñîáåííî àêòóàëüíû â ñèñòåìàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ.3 Êîíöåïöèÿ è àðõèòåêòóðà áàçîâîé ñèñòåìû ìîäåëèðîâàíèÿ�àññìîòðåííûå òåõíîëîãè÷åñêèå ýòàïû ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîáðàæà-þòñÿ íà àðõèòåêòóðó è ñîñòàâ îñíîâíûõ �óíêöèîíàëüíûõ è èí�îðìàöèîííûõ êîìïîíåíò ÁÑÌ,èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1. Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåé-ñòâèé, îñóùåñòâëÿåìûõ ïðè èçó÷åíèè êàêîãî-òî òåõíè÷åñêîãî ïðîöåññà èëè ïðèðîäíîãî ÿâëåíèÿ.

�èñ. 1: Ñòðóêòóðà �óíêöèîíàëüíûõ è èí�îðìàöèîííûõ êîìïîíåíò ÁÑÌÄëÿ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ (�ìîäåëüåðà�) îïåðàöèîííîå îêðóæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñ îäíîéñòîðîíû, âõîäíûì èíòåð�åéñîì, ò.å. ñèñòåìîé ãåîìåòðè÷åñêîãî è �óíêöèîíàëüíîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ (Ñ�ÔÌ), âêëþ÷àþùåé ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì è ïðèíÿòèÿ ðåøå-íèé. Âûõîäíîé æå èíòåð�åéñ îáåñïå÷èâàåòñÿ îáðàáîòêîé è âèçóàëèçàöèåé ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà(ïîñòïðîöåññèíã), íà îñíîâå àíàëèçà êîòîðûõ ìîãóò ìåíÿòüñÿ èñõîäíûå äàííûå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ5



ìîäåëü èëè àëãîðèòìû è �îðìèðîâàòüñÿ íîâûå âû÷èñëèòåëüíûå ñåàíñû. Ïîëó÷àåìûå â èòîãå âû-ïîëíåíèÿ ýòîãî ýòàïà èí�îðìàöèîííûå ìàññèâû �ÑÄ è ÔÑÄ ñîäåðæàò, êàê ïðàâèëî, äî íåñêîëü-êèõ ñîò îáúåêòîâ, â ñèëó ÷åãî ïðè åãî ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà ÌÂÑ �îðìèðóåìûå äàííûåöåëåñîîáðàçíî êîïèðîâàòü â ïàìÿòè âñåõ ïðîöåññîðîâ, âî èçáåæàíèå èçëèøíèõ êîììóíèêàöèîí-íûõ ïîòåðü.Áèáëèîòåêà ñåòî÷íûõ ãåíåðàòîðîâ (óñëîâíîå íàçâàíèå � DELAUNAY), ãîâîðÿ �îðìàëüíûìÿçûêîì, ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàòåëåì äàííûõ �ÑÄ+ÔÑÄ→ÑÑÄ è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñëóæèòèíòåãðàòîðîì ïðîãðàììíûõ ïðîöåäóð îò ðàçëè÷íûõ ðàçðàáîò÷èêîâ, íà îñíîâå ãèáêîé ñèñòåìûâíóòðåííèõ èíòåð�åéñîâ. Àêòóàëüíóþ ðîëü èãðàåò áèáëèîòåêà êîíå÷íî-îáúåìíûõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ �àïïðîêñèìàòîðîâ�, êîòîðàÿ íà îñíîâå ÑÑÄ, �ÑÄ è ÔÑÄ �îðìèðóåò àëãåáðàè÷åñêóþñòðóêòóðó äàííûõ.Íà îñíîâå ÀÑÄ �óíêöèîíèðóåò áèáëèîòåêà àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé KRYLOV, êîíöåïöèÿè îáùàÿ ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñàíà â [10℄.�åøåíèå ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû îðãàíèçóåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ïî ìíîãîêðàòíîâëîæåííûì öèêëàì: ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïî âðåìåííûì øàãàì, ïðî-âåäåíèå íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè, åñëè òàêîâàÿ ïðèñóòñòâóåò, ðàñùåïëåíèå ïî�èçè÷åñêèì ïðîöåññàì èëè/è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, âàðüèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõâ ìíîãîâàðèàíòíûõ ðàñ÷åòàõ èëè â îáðàòíûõ çàäà÷àõ. Íà âñåõ ýòèõ óðîâíÿõ ìîãóò ñòðîèòüñÿñâîè òàêòèêè è ñòðàòåãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå îäíèì èç íàèáîëåå êðèòè÷-íûõ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÑËÀÓ. Çäåñü ãëàâíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ âàëãåáðàè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè, êîòîðàÿ íà äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè îòðàæàåò ãåîìåòðè÷åñêîåðàçäåëåíèå ñòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñî ñáàëàíñèðîâàííûì ðàçäåëåíèåì ïîäîáëàñòåé ïî ñîîò-âåòñòâóþùèì ïðîöåññîðàì. Äàííàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíóþ çàäà÷ó íà ãðà�àõñ âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, è çäðàâûé êîìïðîìèññ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå åå ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ.Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ÀÑÄ ñ îáû÷íûìè ñæàòûìè ìàòðè÷íûìè �îðìàòàìè îðè-åíòèðîâàíà íà ýêîíîìèþ ïàìÿòè ïðè ðåøåíèè áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ è ñëàáî �ïîìíèò�òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, êîòîðûå ìîãóò èìåòü çíà÷èòåëüíîå âëè-ÿíèå íà ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà äåêîìïîçèöèè. Ïîýòîìó ðàçäåëåíèå îáëàñòåé öåëåñîîáðàçíî íà-÷èíàòü åùå íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ñåòêè, ÷òî äîëæíî îòðàæàòüñÿ â �îðìèðîâàíèè è ñåòî÷íûõ, èàëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ.Îïòèìèçàöèÿ ìàññèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò àíàëèçà êîý�-�èöèåíòîâ óñêîðåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû
Sp = T1/Tp, Ep = Sp/p,ãäå Tp � âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (èëè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà) íà p ïðîöåññîðàõ. Ê ñîæàëåíèþ,ñäåëàòü ýòî íåïðîñòî â ñèëó îòñóòñòâèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé íà ÌÂÑ ñèåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòüþ. Ïðè îöåíêå ý��åêòèâíîñòè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêî-ãî âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ è òðåáóåò ó÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿãëîáàëüíûõ ðåñóðñîâ ìåæäó ïîòîêàìè çàäà÷.Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé IESP, ÁÑÌ ðàçðàáàòûâàåòñÿ êàê ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîåïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå (Open Soure), ðàçâèâàåìîå, ïîääåðæèâàåìîå è àäàïòèðóåìîå ê íîâûìêîìïüþòåðíûì ïëàò�îðìàì â òå÷åíèå ñâîåãî äëèòåëüíîãî æèçíåííîãî öèêëà. Íà îñíîâå áàçîâîéñèñòåìû ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò ðàçðàáàòûâàòüñÿ ÏÏÏ, â òîì ÷èñëå êîììåð÷åñêèå, äëÿ êîíêðåòíûõïðåäìåòíûõ îáëàñòåé. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ÁÑÌ åñòåñòâåííî âïèñûâàåòñÿ â ïàðàäèãìû èíòåëëåê-òóàëüíîãî ïðîãðàììíîãî ñåðâèñà (SaaS � Software as Servie) íà ñóïåðöåíòðàõ êîëëåòèâíîãî ïîëü-çîâàíèÿ (Data Center) â ðåæèìå ñåòåâîãî äîñòóïà ñ îðãàíèçàöèåé �îáëà÷íûõ� âû÷èñëåíèé (Cloud6



Computing). Äàííàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàìåòèâøàÿñÿ ñòðàòåãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñóùåñòâëåíèåì ïåðåõîäà ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ îò êóñòàðíîãîè ðåìåñëåííè÷åñêîãî ñïîñîáà ïðîèçâîäñòâà ê èíäóñòðèàëüíîìó, êîòîðûé äåáàòèðîâàëñÿ åùå íàñåìèíàðàõ Í.Í.ßíåíêî è äàâíî ñòàë ðåàëüíîñòüþ äëÿ ïðî�åññèîíàëüíûõ ïðîäóêòîâ (îïåðàöèîí-íûå ñèñòåìû, êîìïèëÿòîðû è ò.ä.).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ ßíåíêî Í.Í., Êîíîâàëîâ À.Í. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è âû÷èñëè-òåëüíîé ìàòåìàòèêè.-Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1982.[2℄ ßíåíêî Í.Í., �û÷êîâ À.Ä. Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ.-Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1982.[3℄ Èëüèí Â.Ï. Ýêçàïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.//Âåñòíèê ÞÓð�Ó, ñåð. �Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå�, âûï. 6, N 35(211), 2010, 28-39.[4℄ Èëüèí Â.Ï. ×òî òàêîå âû÷èñëèòåëüíàÿ íàóêà?//Âåñòíèê �ÀÍ, ò. 80, N 4, 2010, 329-336.[5℄ Èëüèí Â.Ï. Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ áîëüøèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷: ïðîáëåìû è òåõíîëî-ãèè.//Àâòîìåòðèÿ, N 2, 2007, 3-21.[6℄ Èëüèí Â.Ï. �åîìåòðè÷åñêîå è �óíêöèîíàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè.�Íîâîñèáèðñê, Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè, ò. 6, ÷. 2, 2001, 315-321.[7℄ Óøàêîâ Ä.Ì. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ÑÀÏ�.�Íîâîñèáèðñê, èçä. êîìï. Ëåäàñ, 2006.[8℄ Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.�Íîâîñèáèðñê, èçä. ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ, 2001.[9℄ Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû è òåõíîëîãèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.�Íîâîñèáèðñê, èçä. ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ,2007, 370ñ.[10℄ Áóòþãèí Ä.Ñ., Èëüèí Â.Ï., Èöêîâè÷ Å.À., Ïåòóõîâ À.Â., Êíûø Ä.Â. Krylov: áèáëèîòåêàâûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ.�Òðóäû 13-é Âñåðîñ-ñèéñêîé êîí�åðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ�. � �îñòîâ,èçä. ÞÔÓ, 2009, 110-128.
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