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Ïîñòðîåíà ñèñòåìà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è ïîëíîãî èìïóëüñà äëÿ óðàâíå-
íèé ìåëêîé âîäû íà âðàùàþùåéñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ñôåðå. Íà îñíîâå ÿâíîé äâóõ-
ñëîéíîé ïî âðåìåíè ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåñ-
ñà ýâîëþöèè äâóìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí íà âðàùàþùåéñÿ ïðèòÿãèâàþùåé
ñôåðå. Ðàññ÷èòàíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé îò õðåáòîâ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Ìîäåëü ìåëêîé âîäû øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äëèííîâîëíîâûõ äâèæå-

íèé æèäêîñòè. Ïðè ïåðåíîñå åå íà ñôåðó ¾óñëîâèå ìåëêîé âîäû¿ îçíà÷àåò ìàëóþ ãëó-
áèíó æèäêîãî ñëîÿ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà ñôåðû (ïëàíåòû). Òàêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò
êðóïíîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ â àòìîñôåðå è Ìèðîâîì îêåàíå, ïðîòåêàþùèå äîñòàòî÷íî
äëèòåëüíîå âðåìÿ, ÷òîáû ýôôåêò âðàùåíèÿ ïëàíåòû îêàçûâàë ñâî¼ âëèÿíèå.

Ìîäåëü ìåëêîé âîäû íà ñôåðå îêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâà-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé [1, 2]. Âàæíóþ ðîëü ïðè å¼ èçó÷åíèè èãðàþò ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû. Â ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ òå÷åíèé ïðåäëîæåíà êîíñåðâàòèâíàÿ
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ äèâåðãåíòíóþ ôîðìó çàïèñè óðàâíåíèé ìåëêîé
âîäû íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå, ïîëó÷åííóþ èç èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðèâå-
äåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí îò âîçìóùåíèÿ â âèäå øåâðî-
íà, äåìîíñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ñêâîçíîãî
ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà âðàùàþùåéñÿ ïðèòÿãèâà-
þùåé ñôåðå â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß
Ìîäåëü ìåëêîé âîäû íà âðàùàþùåéñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ñôåðå áûëà ïðåäëîæåíà À.Ï.

×óïàõèíûì è À.À. ×åðåâêî â [1] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñôåðå. Ýòà ñèñòåìà çàïèñàíà â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå,
â ñèëó ÷åãî íà å¼ îñíîâå ìîæíî ñòðîèòü òîëüêî íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå
ãëàäêèå òå÷åíèÿ ìåëêîé âîäû. Ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé è äîïóñêàåò
ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ, äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ êîòîðûõ, å¼ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü,
êàê ïîëíóþ ñèñòåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàñ-
ñû è èìïóëüñà, ïîëó÷åííûå èç èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ �40, ãðàíòà Ìèíèñòåðñòâà
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ �2.1.1/3543, ãðàíòà ÍØ - 4368.2010.1.
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ñëåäóþùåì âèäå:
(rh sin θ)t + (q sin θ)θ +Qϕ = 0, (1)

(rq sin θ)t+((qυ+
gh2

2
) sin θ)θ+(qV )ϕ−(QV +

gh2

2
) cos θ = W (Wh sin2 θ cos θ+Q sin 2θ), (2)

(rQ sin θ)t + (Qυ sin θ)θ + (QV +
gh2

2
)ϕ + qV cos θ = −Wq sin 2θ, (3)

ãäå 0 < θ < π - øèðîòà, 0 ≤ ϕ < 2π - äîëãîòà; υ - ìåðèäèîíàëüíàÿ, V - äîëãîòíàÿ
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, h > 0 - ãëóáèíà ñëîÿ, q = hυ è Q = hV - êîìïîíåíòû ðàñõîäà, g -
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, Ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñôåðû, W = Ωr. Çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ðàñøèðåíèåì.

ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ
Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ äèâåðãåíòíóþ ôîðìó

çàïèñè óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà âðàùàþùåéñÿ ñôåðå (1-3), äëÿ ðàñ÷åòà äâóìåðíûõ
òå÷åíèé, çàâèñÿùèõ êàê îò øèðîòû, òàê è îò äîëãîòû. Ñõåìà ïîñòðîåíà ìåòîäîì ðàñ-
ùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì íà ðàçíåñåííîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñåòêå, íà êîòîðîé
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè υ, V è ðàñõîäà q,Q âû÷èñëÿþòñÿ â öåëûõ óçëàõ, à ãëóáèíà h â
ïîëóöåëûõ óçëàõ, ðàñïîëîæåííûõ â öåíòðàõ ÿ÷ååê [3].

Óðàâíåíèå äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõå-
ìîé

r sin θi
hn+1
α,β − hnα,β

τn
+

(qni+1,β sin θi+1 − qni,β sin θi)

∆θ
+

(Qn
α,j+1 −Qn

α,j)

∆ϕ
= 0, (4)

ãäå i = 0, N − 1, j = 0,M − 1, α = i + 1/2 , β = j + 1/2, τn - øàã ïî âðåìåíè íà n-îì
âðåìåííîì ñëîå

τn =
n−1∑
k=0

τk.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïî ýòîé ñõåìå ãëóáèí hn+1
α,β â öåíòðàõ ÿ÷ååê, ïðåäâàðèòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ ðàñõîäà q̃n+1
α,β è Q̃n+1

α,β íàõîäÿòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé äëÿ çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà.

r sin θi
q̃n+1
i,j − qni,j
τn

+
(qυ)ni+1,j sin θi+1 − (qυ)ni−1,j sin θi−1

2∆θ
+

(qV )ni,j+1 − (qV )ni,j−1

2∆ϕ
+

+
g

2
(
(h2)n+1

α,j − (h2)n+1
α−1,j

∆θ
) = W 2hn+1

i,j sin2 θi cos θi + (W1)
n
i,j

(5)

r sin θi
Q̃n+1
i,j −Qn

i,j

τn
+

(Qυ)ni+1,j sin θi+1 − (Qυ)ni−1,j sin θi−1

2∆θ
+

+
(QV )ni,j+1 − (QV )ni,j−1

2∆ϕ
+
g

2
(
(h2)n+1

i,β − (h2)n+1
i,β−1

∆ϕ
) = (W2)

n
i,j

(6)

Â ïðàâûå ÷àñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (5) è (6) ââåäåíû èñêóñòâåííûå âÿçêîñòè (Wk)
n
i,j,

k = 1, 2. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí q̃n+1 è Q̃n+1 îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ ðàñõîäîâ qn+1

è Qn+1 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
q̃n+1
i,j = WQn+1

i,j sin2 θi +Qn+1
i,j V n

i,j cos θi,

Q̃n+1
i,j = qn+1

i,j V n
i,j cos θi −Wqn+1

i,j sin2 θi.
(7)
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Äàííàÿ ñõåìà ñ ó÷åòîì èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ âûáèðà-
þòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ, èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè êàê ïî
âðåìåíè, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâó.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Íà ðèñ. 1 â ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òà çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí îò âîçìóùåíèÿ â âèäå øåâðîíà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ïðîôèëü æèäêîñòè íà ñôåðå â öåëîì è íà âîçâûøåííîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿ-
íèÿì ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 1à), çàäàâàåìûì ôîðìóëîé

h0(θ) =

{
h1 + γ sin2 θ,
h2 + γ sin2 θ,

γ =
r20
8f0

ãäå r0 è f0 - áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëàìè Ðîññáè è Ôðóäà.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ïðîèñõîäèò öèêëè÷åñêè, â êàæäîì öèêëå ïðè ýòîì
ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå îñíîâíûõ ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � ýòî êóìóëÿòèâíàÿ ñòðóÿ, ïî-
ðîæäàþùàÿ ýôôåêò ôîêóñèðîâêè, ïðè êîòîðîì ñòàëêèâàþòñÿ êðûëüÿ øåâðîíà è âîçìó-
ùåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî (ðèñ. 1á). Çàòåì, â ðåçóëüòàòå ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîçìóùåíèé âîçíèêàåò ìàêñèìàëüíîå âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ.
1â). Ïîñëå ýòîãî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ñôåðû îò íà÷àëüíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ øåâðîíà îáðàçóåòñÿ âîçìóùåíèå, ïî ôîðìå ïîäîáíîå èñõîäíîìó øåâðîíó, íî
ìåíüøå ïî âûñîòå è ðàçìåðó (ðèñ. 1ã). Öèêë çàâåðøàåòñÿ îáðàçîâàíèåì øåâðîíà ìåíü-
øåãî ìàñøòàáà è áîëåå ¾ðàçìûòîãî¿ íà òîì æå ìåñòå, ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíûé (ðèñ. 1ä).
Ïîñêîëüêó íà óñòîé÷èâûõ ðàçðûâàõ â ìîäåëè ìåëêîé âîäû ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ïîëíîé
ýíåðãèè, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíè ïîñòåïåííî çàòóõàþò è äâèæåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
âûõîäèò íà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

à (t=0, max h=0.645) á (t=26, ìàõ h=0.650)
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â (t=196, ìàõ h=0.661) ã (t=235, ìàõ h=0.635)

ä (t=490, ìàõ h=0.577)

Ðèñ. 1. Ãëóáèíà æèäêîñòè â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí îò âîçìóùåíèÿ ôîðìû øåâðîí â
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.
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