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В работе представлена гибридная модель волновых процессов в плазме для
исследования динамики заряженных частиц в магнитосфере Земли. Общим свой-
ством данных процессов является их бесстолкновительный характер по отношению
к кулоновским столкновениям. Гибридная МГД-кинетическая модель распростра-
нения альфвеновских волн сдвига на открытых линиях магнитного поля основана
на гидродинамическом приближении для ионов и кинетическом приближении для
электронов. Для решения кинетического уравнения Власова используется метод
частиц в ячейках.

Исследование процессов генерации и распространения волн в бесстолкновительной
плазме имеет важное прикладное и фундаментальное значение, поскольку данные про-
цессы связаны с переносом импульса и энергии, развитием неустойчивостей и ускоре-
нием заряженных частиц. Особое значение имеют волновые процессы в магнитосфере
Земли, где распространение волн сопровождается магнитными суббурями, полярными
сияниями и нарушением радиосвязи. Когда частицы солнечного ветра достигают маг-
нитного поля Земли, они замедляются и меняют свое направление. Вследствие этого
генерируется головная ударная волна структура которой определяется характеристи-
ками плазмы и магнитного поля окружающего пространства. Результаты измерения
в авроральной зоне, выполненные на спутниках, показали, что наблюдаемые низкоча-
стотные колебания являются альфвеновскими волнами сдвига. Альфвеновская волна
сдвига представляет собой электромагнитную волну в замагниченной плазме, которая
имеет частоту ниже циклотронной частоты ионов [1], [2]. Распространение альфвенов-
ских волн и взаимодействие волна-электроны играют важную роль в понимании дина-
мики резонансов в магнитосфере Земли [3]. При этом наиболее важные процессы име-
ют место, когда поперечный размер альфвеновской волны существенно меньше, чем
плазменный скин-слой или ларморовский радиус ионов. В каждом из этих случаев (на-
зываемых, соответственно, инерциальным и кинетическим) становятся важными эф-
фекты, для описания которых необходимо привлекать кинетические модели, посколь-
ку гидродинамические модели становятся неприменимыми. Существенная разница в
пространственно-временных масштабах для электронов и ионов приводит к трудно-
стям использования полностью кинетического описания и применения метода частиц
(PIC) при численной реализации модели. Альтернативой полному PIC моделированию
является использование гибридных (комбинированных) моделей, которые существенно
сокращают время счета. Традиционные гибридные модели объединяют кинетические
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уравнения для ионов и магнитогидродинамические уравнения для электронов и име-
ют длинную историю успешного применения при решении ряда проблем бесстолкно-
вительной плазмы [4], [5]. При распространении альфвеновских волн сдвига важную
роль играют эффекты их взаимодействия с электронами окружающего фона, которые
приводят к необходимости кинетического описания электронной компоненты плазмы и
создание другого типа комбинированных моделей. В данной работе представлена ги-
бридная модель, в которой ионная компонента плазмы описывается МГД уравнениями,
а электроны – кинетическим уравнением Власова. Данная модель может быть использо-
вана для численного моделирования распространения альфвеновских волн и динамики
заряженных частиц в магнитосфере Земли.

1. Гибридная модель динамики альфвеновских волн сдвига

Рассмотрим двумерную задачу распространения альфвеновской волны в полярной об-
ласти магнитосферы Земли. В начальный момент времени t = 0 в область, заполненной
плазмой, с постоянной плотностью n = n0 и магнитным полем дипольного типа входит
альфвеновская волна с амплитудой A и частотой ω. При своем движении она возмущает
первоначально максвелловкую функцию распределения электронов, формируя группу
быстрых частиц, которые движутся в направлении к Земле. В направлении распро-
странения альфвеновской волны имеется достаточно сильное магнитное поле, которое
делает движение электронов практически одномерным.

Для описания электронов используется кинетическое уравнение Власова:

∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
− evrEr

∂f

∂W
= 0, (1)

где f = f(t, r,W ) — функция распределения электронов, vr — скорость частицы в
направлении оси r, e, me — заряд и масса электрона, Er — r-компонента напряженности

электрического поля E, W =
1

2
mev

2
r+MBr — кинетическая энергия частицы, M =

mev
2
⊥

2Br
— магнитный момент (для каждой частицы свой), Br — r-компонента напряженности
магнитного поля B.

Система уравнений, описывающая движение ионной компоненты в приближении
магнитной гидродинамики, имеет вид

dni

dt
+∇· (niVi) = 0, (2)

mini
dVi

dt
= −∇pi + eni

[
E +

1

c
Vi ×B

]
, (3)

где ni, Vi — плотность и скорость ионной компоненты, pi — давление ионной компо-
ненты, pi = pi(ni) = p0n

γ
i , γ — показатель адиабаты, mi — масса иона.

К этим уравнениям добавляются уравнения Максвелла

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇×B =

4π

c
j, ∇·B = 0. (4)

Здесь j = ne (Vi −Ve) — плотность тока, где Ve =< ve > – средняя скорость элек-
тронной компоненты.



Гибридные численные модели 3

Рассмотрим двумерное течение в плоскости (r, ϕ), то есть ∂/∂z = 0. Исходная систе-
ма уравнений в цилиндрических координатах (r, ϕ) и безразмерных переменных имеет
вид:

dr

dt
= vr,

dW

dt
= − 1

β
vrEr, (5)

∂n
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+

1

r

∂

∂r
(rnVr) +

1

r

∂

∂ϕ
(nVϕ) = 0, (6)

Eϕ = −VzBr + VrBz,
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, Ver = Vr − 1

nr

∂Bz

∂ϕ
. (8)

где Ve = {Ver, 0, 0}, Vi = {Vr, Vϕ, Vz}, B = {Br, 0, 0}, E = {Er, Eϕ, 0}, v = {vr, 0, 0}.
В качестве нормировочных выбраны следующие характерные величины: n0, B0, p0,

VA = B0/
√

4πmin0, ωpi =
√

4πn0e2/mi, L = c/ωpi и t0 = L/VA.
В соответствии с постановкой задачи начальные данные имеют следующий вид

n = n0, Er = Eϕ = 0, Vr = Vϕ = Vz = 0, Br = Br(r) =
1

r3
. (9)

При решении задачи для всех функций выбираются периодические граничные условия
по ϕ и невозмущенные граничные условия при r = rmin. На границе r = rmax задаются
условия входа альфвеновской волны

Er =
k‖
k⊥


1− ω2

k2
‖


 A sin ψ, Eϕ = A sin ψ,

Vr =
k‖

ωk⊥
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
 A cos ψ, Vϕ = −Aω cos ψ,

Vz = −A sin ψ, Ver = − k‖
βωk⊥


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‖
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‖


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
 A cos ψ,

где A — амплитуда волны, ψ = −ωt + k⊥ϕ + k‖r, а ω и k связаны соотношением

ω2 =
k2
‖V

2
A

1 + k2λ2
e

.
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2. Алгоритм решения

В расчетной области введена равномерная сетка с шагами h1, h2 по осям ϕ и r со-
ответственно, при этом функции определяются в различных точках ячейки. Функция
Bz определяется в узлах сетки (rk = kh2, ϕi = ih1), функции Vϕ, Eϕ, Br, jϕ – в точках(
ϕi, rk−1/2 = (k − 0.5)h2

)
, функции Vr, Er, Bϕ, jr – в точках

(
ϕi−1/2 = (i− 0.5)h1, rk

)
, а

функции n, Vz, Ez, jz, p – в серединах ячеек
(
ϕi−1/2 = (i− 0.5)h1, rk−1/2

)
.

2.1. Решение кинетического уравнения

Для каждой частицы решается уравнение

dvr

dt
= − 1

β
Er −M

∂Br

∂r
,

которое получается из уравнений характеристик при следующем предположении: мо-
мент каждой частицы определяется перед началом расчета и остается постоянным. Для
решения данного уравнения используется разностная схема

vm+1
r − vm

r

τ
= − 1

β
Em

r,i−1/2,k −M
Bm

r,i,k+1/2 −Bm
r,i,k−1/2

h2

,

rm+1 − rm

τ
= vm+1

r .

Средние значения скоростей и плотности плазмы определяются по формулам

ne,i−1/2,k =
∑

j

Rϕ

(
ϕi−1/2 − ϕj

)
Rr (rk − rj) ,

Ver,i−1/2,k =

∑
j vr,j

(
ϕi−1/2 − ϕj

)
Rr (rk − rj)

ne,i−1/2,k

,

где j – номер частицы. Ядро частицы имеет вид

Rr(r) =

{
1
hr

(
1− |r|

hr

)
, когда |r| ≤ hr,

0, когда |r| > hr.

Для решения остальных уравнений используются конечно разностные схемы первого
порядка по времени и пространству.

2.2. Вычисление Er

Основную сложность в данном алгоритме представляет вычисление продольной компо-
ненты электрического поля Er, поскольку оно находится из уравнения движения для
электронов с использованием метода частиц в ячейках.

Так как поле Er, действующее на частицу, интерполируется в местоположение ча-
стицы, то средние значения скорости Ver в узлах сетки зависят от значений Er в окру-
жающих узлах. Поэтому для определения Er получается система линейных алгебра-
ических уравнений, в каждом уравнении которой между собой связаны 15 значений.
Для каждого узла получаем свое уравнение вида

Ver = f (Er) .
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Поясним как возникает эта система уравнений. Для каждой частицы, находящейся в
соседней с узлом (i, k) ячейке, поле Er, действующее на частицу, определяется интерпо-
ляцией Er из четырех соседних узлов. Но отдельные частицы могут пересекать границы
ячеек, поэтому Er они получают из окружающих узлов ячейки, а, пересекая границу
ячейки, они свою скорость передают в узлы соседней ячейки, в том числе и в (i, k).

Данная система решается следующим образом. Члены со значениями в трех цен-
тральных точках пятнадцатиточечного шаблона переносятся в левую часть системы, а
остальные – в правую, и данная система решается методом прогонки для каждого i.

2.3. Заключение

Рассмотрим некоторые результаты численного решения рассматриваемой задачи. Струк-
тура параллельной компоненты скорости электронов альфвеновской волны сдвига пред-
ставлена на Рис. 1 для моментов времени t = 0.3t0 и t = 0.6t0, где t0 = L/VA. Перед-
ний фронт волны распространяется с альфвеновской скоростью и имеет в соответствии
с законом дисперсии осцилляторную структуру с характерным размером осцилляций
L = c/ω0i. Таким образом представленная гибридная модель, основанная на кинетиче-
ском приближении для электронной компоненты плазмы и гидродинамическом описа-
нии ионов может быть использована при исследовании волновых процессов в магнито-
сфере Земли.
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Рис. 1. Скорость электронов в моменты времени t = 0.3t0 и t = 0.6t0.
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