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1 Модель M
В докладе рассматривается модель экономического взаимодействия
регионов из [4,5]:

M =< R, {As, Gs, Hs, bs, ds}s∈R >,

где

R = {1, . . . , r} - множество регионов;

As - прямоугольная матрица размера ns×ls, характеризующая
производственный сектор региона s ∈ R;

Gs и Hs - прямоугольные матрицы размера ns×n, описывающие
способы вывоза и ввоза в регионе s ∈ R;

bs - вектор-столбец размерности ns, характеризующий имеющийся
ресурсно-технологический потенциал региона s ∈ R;

ds - вектор-столбец размерности ns, описывающий затраты ресурсов
и продукции, связанные с достижением целей развития региона
s ∈ R.
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Ресурсно-технологические возможности Zs региона s:

Zs := {zs = (xs, us, vs, λs) ≥ 0 | Asxs + Gsus + Hsvs ≥ bs + λsd
s},

где
xs = (xs

i )
ls
i=1, us = (us

j)
n
j=1, vs = (vs

j)
n
j=1 -

объёмы производства, вывоза и ввоза, соответственно,

λs ∈ R+ -
степень достижения целей регионального развития для s ∈ R.

Целевые функции регионов s ∈ R :

ts(z
s) = ts(x

s, us, vs, λs) := λs, (xs, us, vs, λs) ∈ Zs, s ∈ R.
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Автаркические и строго автаркические планы регионов s ∈ R:

Z0
M(s) := {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | us ≥ vs}, s ∈ R.

Ẑ0
M(s) := {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | us À vs}, s ∈ R.

Автаркический регион s: Z0
M(s) 6= ∅.

Строго автаркический регион s: Ẑ0
M(s) 6= ∅
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Равновесие Вальраса и нечеткое ядро

Сбалансированные планы модели M :

ZM(R) = {(xs, us, vs, λs)s∈R ∈
∏

s∈R

Zs |
∑

s∈R

us ≥
∑

s∈R

vs}.

Определение 1. План z̄ = (x̄s, ūs, v̄s, λ̄s)s∈R ∈ ZM(R) - вальрасовское
равновесие модели M, если ∃p̄ ∈ Rn

+ такой, что p̄ 6= 0 и

p̄ · ūs ≥ p̄ · v̄s, s ∈ R.

При этом для любых s ∈ R и zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Zs справедлива
импликация

λs > λ̄s ⇒ p̄ · us < p̄ · vs.
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Совокупность вальрасовских равновесий моделиM будем обо-
значать через W (M).

Итак, региональные планы z̄s = (x̄s, ūs, v̄s, λ̄s) образуют элемент
множества W (M) тогда и только тогда, когда они сбалансирова-
ны (то есть когда системный план (z̄s)s∈R принадлежит множеству
ZM(R)), и при некоторых ненулевых ценах p̄ ∈ Rn

+ планы z̄s

доставляют максимальное значение целевым функциям ts на бюд-
жетных множествах

Bs(p̄) = {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | p̄ · us ≥ p̄ · vs}, s ∈ R.
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Теорема существования: ограниченные РТВ регионов

Ограниченность РТВ (ресурсно-технологических возмож-
ностей) региона s:

Существует константа Ks такая, что

||zs|| ≤ Ks для всех zs ∈ Zs.

Теорема 1. [2] Если регионы модели M строго автаркические,
а их ресурсно-технологические возможности ограниченные, то
в M существует вальрасовское равновесие.
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Нечеткое ядро и вальрасовские планы

Нечеткие коалиции:

σF := { f = (f1, . . . , fr) | f 6= 0, fs ∈ [0, 1], s ∈ R}.
Носитель нечёткой коалиции f = (f1, . . . , fr) :

R(f ) := {s ∈ R | fs > 0}.
Определение 2. План (z̄s)s∈R ∈ ZM(R) блокируется нечёткой
коалицией f = (f1, . . . , fr), если существуют региональные планы
zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Zs, s ∈ R(f ), такие, что

(1) ts(z
s) > ts(z̄

s), s ∈ R(f ),

(2)
∑

s∈R(f) fsu
s ≥ ∑

s∈R(f) fsv
s.

8



?

Условия непустоты нечеткого ядра CF (M)

Совокупность сбалансированных планов модели M, не блоки-
руемых никакой коалицией f ∈ σF , обозначается через CF (M) и
называется нечётким ядром модели M.

Напомним [2], что однородная составляющая M0 модели M от-
личается от нее только тем, что ресурсно-технологический по-
тенциал каждого из регионов модели M0 равен нулю: bs = 0 для
каждого s ∈ R.

Определение 3. Будем говорить, что модель M не имеет
"рога изобилия”, если множество сбалансированных планов од-
нородной составляющей M0 этой модели исчерпывается нуле-
вым планом: ZM0(R) = {0}.
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Отметим, что отсутствие "рога изобилия” в смысле определения 3
означает, как и в классических моделях равновесного анализа,
что при нулевом экономическом потенциале возможна лишь нулевая
хозяйственная активность.

Теорема 2. [1] Если модель M не имеет "рога изобилия", а ее
регионы - автаркические, то нечеткое ядро CF (M) этой модели
непусто.

Теорема 2 является важным обобщением теоремы об условиях
непустоты обычного ядра модели M из [3].
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Теорема эквивалентности и ее приложения

Основной инструмент получения теорем существования для
моделей с неограниченными РТВ участников, используемый в
настоящей работе, состоит в следующей теореме эквивалентности.

Теорема 3. Если регионы модели M строго автаркические и
ненасыщенные, то ее нечеткое ядро CF (M) совпадает с мно-
жеством вальрасовских планов W (M).
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Напомним (Васильев В.А., 2012) полученные ранее условия
существования вальрасовских равновесий в многорегиональных
экономических системах, не включающие, в отличие от [2], тре-
бования ограниченности множеств Zs, s ∈ R.

Определение 4. Модель M является P-регулярной, если вы-
полняется равенство P ′(M) = P (M), где P (M) - множество
Парето-оптимальных, а P ′(M) - слабо Парето-оптимальных
планов из ZM(R).

Теорема 4. Если M является P-регулярной и не имеет "рога
изобилия”, а ее регионы - строго автаркические и ненасыщенные,
то в M существует равновесие Вальраса.
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2 Основной результат

Оказалось, что условие Парето-регулярности в теореме 4 можно
опустить. Дело в том, что вместо эквивалентности E-равновесий
и W -равновесий (и, соответственно, условий существования рав-
новесия Эджворта, где используется P -регулярность) мы опира-
емся на теорему 2 (эквивалентность CF (E) и W (E)) и условия
непустоты нечеткого ядра CF (E).

Теорема 5. Если модель M не имеет "рога изобилия”, а ее
регионы - строго автаркические и ненасыщенные, то в M су-
ществует вальрасовское равновесие.
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