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ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß È ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ ÍÀÄ ÍÅÐÎÂÍÛÌ ÄÍÎÌ

À.Â. Àêñåíîâ, Ê.Ï. Äðóæêîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ìåëêîé âîäû íàä
íåðîâíûì äíîì èìååò ñëåäóþùèé âèä [1]:

ut + uux + ηx = 0 ,

ηt + [(η + h)u]x = 0 .
(1)

Çäåñü y = −h(x), h(x) > 0 � ïðîôèëü äíà, u = u(x, t) � ñðåäíÿÿ ïî ãëóáèíå ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñêîðîñòü, η = η(x, t) � îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Â ðàáîòå [2] áûëî íàéäåíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ñ ïðîôèëåì äíà
h(x) = −x ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîçæå â
ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) òî÷å÷íîé
çàìåíîé ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

UT +NX = 0 ,

NT −XUX − U = 0 ,
(2)

êîòîðûé ôîðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâàíèåì íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ â ñèñòåìå
óðàâíåíèé (1). Êëàññû òî÷íûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ïðèâåäåíû
â [4, 5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû âñå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ âñå-
âîçìîæíûõ ïðîôèëåé äíà. Ïîëó÷åí íîâûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, äîïîëíèòåëüíûé ê äâóì
áàçîâûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè. Ïîêàçàíî,
÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà òî÷å÷íîé çàìåíîé
ïåðåìåííûõ òîëüêî â ñëó÷àÿõ ïîñòîÿííîãî è ëèíåéíîãî ïðîôèëåé äíà. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 15-01-00361 è 15-01-04677).
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2. Carrier G. F., Greenspan H.P. Water waves of �nite amplitude on a sloping beach. J.
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3. Pelinovsky E.N., and Mazova R.Kh. Exact analytical solutions of nonlinear problems
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4. Äîáðîõîòîâ Ñ.Þ., Òèðîööè Á. Ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ñî ñêîðîñòüþ c =

√
x. Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê. 2010. Ò. 65. � 1. Ñ. 185�186.
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5. ×èðêóíîâ Þ.À., Äîáðîõîòîâ Ñ.Þ., Ìåäâåäåâ Ñ.Á., Ìèíåíêîâ Ä.Ñ. Òî÷íûå ðå-
øåíèÿ îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íàä ðîâíûì è íàêëîííûì
äíîì. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2014. Ò. 178. � 3. C. 322�345.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ È ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÇÀÄÀ×
ÌÀÑÊÈÐÎÂÊÈ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÒÅË ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÎÁÒÅÊÀÍÈß

Ã.Â. Àëåêñååâ

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê

Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê

Â ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äèçàéíó óñòðîéñòâ, ñëóæà-
ùèõ äëÿ ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë îò èõ îáíàðóæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàäàðîâ èëè
ñîíàðîâ. Íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò [1, 2], áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿ-
ùåíî ðàçâèòèþ ðàçíûõ ñõåì ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îïòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåäëîæåííûé â [2]. Ìåòîäîëî-
ãèÿ ìàñêèðîâêè, îñíîâàííàÿ íà ýòîì ìåòîäå, ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðÿìîãî äèçàéíà,
ïîñêîëüêó îíà îñíîâàíà íà ðåøåíèè ïðÿìûõ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ìåòîäîëîãèÿ îáëàäàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Ãëàâ-
íûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü â ðåàëèçàöèè ìàñêèðîâî÷íûõ îáîëî÷åê, îñ-
íîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ÌÎÏà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû
òåíçîðîâ ìàãíèòíîé è ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòåé â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîé
ìàñêèðîâêè ëèáî êîìïîíåíòû òåíçîðà ïëîòíîñòåé ìàññ â ñëó÷àå àêóñòè÷åêîé ìàñ-
êèðîâêè äîëæíû ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ìàñêèðî-
âî÷íîé îáîëî÷êè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èäåàëüíîé ìàñêèðîâêè. Òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé íåâîçìîæíà, äàæå åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòàìàòåðèàëû. Îäèí èç
ïîäõîäîâ ïðåîäîëåíèÿ òàêîãî òèïà òðóäíîñòåé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ îï-
òèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè (ñì. [3, 4]).

Èìåííî ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â äàííîé ðàáîòå ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷ ìàñêèðîâêè. Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííîãî â [3, 4],
äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, âûâîäÿòñÿ ñè-
ñòåìû îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, èññëåäóåò-
ñÿ åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ðàçâèâàþòñÿ ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè, îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00365-à).
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3. Alekseev G.V. Cloaking via impedance boundary condition for 2D Helmholtz equation.
Appl. Anal. 2014. V. 93. P. 254�268.

4. Àëåêñååâ Ã.Â., Ëåâèí Â.À. Îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä îòûñêàíèÿ ïàðàìåòðîâ
íåîäíîðîäíîé æèäêîé ñðåäû â çàäà÷å ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë îò àêóñòè-
÷åñêîé ëîêàöèè. ÄÀÍ. 2014. Ò. 454. �4. Ñ. 406�410.

ßÂËÅÍÈÅ ÂÈÕÐÅÂÎÃÎ ÏÅÐÅÇÀÌÛÊÀÍÈß
Â ÇÀÊÐÓ×ÅÍÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ

Ñ.Â. Àëåêñååíêî, Ï.À. Êóéáèí, Ñ.È. Øòîðê, Ñ. Ã. Ñêðèïêèí, Ì.À. Öîé

Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè èì. Êóòàòåëàäçå ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ñðåäè îãðîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ âèõðåâûõ ñòðóêòóð âûäåëÿþòñÿ êîíöåíòðèðîâàí-
íûå âèõðè òèïà áåñêîíå÷íî òîíêèõ âèõðåâûõ íèòåé èëè âèõðåâûõ òðóáîê, èìåþùèõ
êîíå÷íûé ðàçìåð ÿäðà [1]. Âàæíûì ñâîéñòâîì âèõðåâûõ òðóáîê ÿâëÿåòñÿ èõ èíäó-
öèðîâàííîå äâèæåíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê âçàèìîäåéñòâèþ êàê ðàçíûõ òðóáîê äðóã
ñ äðóãîì, òàê è îòäåëüíûõ ÷àñòåé îäíîé èñêðèâëåííîé òðóáêè ìåæäó ñîáîé. Îñîáåí-
íî âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÿâëåíèå âèõðåâîãî ïåðåçàìûêàíèÿ (vortex reconnection),
ïðèâîäÿùåå ê êàðäèíàëüíîìó èçìåíåíèþ òîïîëîãèè âèõðåâûõ ñòðóêòóð [2].

Â ðàáîòå âïåðâûå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ÿâëåíèå ïðîöåññîâ âèõðåâîãî ïåðåçàìû-
êàíèÿ íà ñïèðàëüíîé âèõðåâîé òðóáêå, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ â çàêðó÷åííîì ïîòîêå
â êîíè÷åñêîì äèôôóçîðå. Ðåçóëüòàòîì ïåðåçàìûêàíèÿ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíèå èçî-
ëèðîâàííîãî âèõðåâîãî êîëüöà ëèáî ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç âèõðåâîãî êîëüöà, çàöåï-
ëåííîãî ñî ñïèðàëüíîé òðóáêîé. Â çîíå ïåðåçàìûêàíèÿ íà èñõîäíîé ñïèðàëè âñåãäà
ãåíåðèðóåòñÿ âîëíà Êåëüâèíà, çàâèòàÿ âëåâî è áåãóùàÿ ââåðõ ïî âèõðåâîé òðóáêå.

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû ñõåìà è âèçóàëèçàöèÿ ïðîöåññà âèõðåâîãî ïåðåçàìûêàíèÿ
íà êàâèòàöèîííîé ñïèðàëüíîé âèõðåâîé òðóáêå ñ îáðàçîâàíèåì èçîëèðîâàííîãî âèõ-
ðåâîãî êîëüöà, çàôèêñèðîâàííàÿ â ýêñïåðèìåíòå (R � âèõðåâîå êîëüöî, BS è BR �
ìîñòèêè íà ñïèðàëüíîé âèõðåâîé òðóáêå è êîëüöå, ñîîòâåòñòâåííî, ω � âåêòîð çà-
âèõðåííîñòè). ×àñòîòà ñúåìêè ðàâíÿëàñü 7 000 êàäð/ñ, âðåìÿ ýêñïîçèöèè � 50 ìêñ.
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Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà ÐÍÔ (ïðîåêò � 14-29-00093).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Àëåêñååíêî Ñ.Â., Êóéáèí Ï.À., Îêóëîâ Â.Ë. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîíöåíòðèðî-
âàííûõ âèõðåé. Ìîñêâà � Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2005.

2. Kida S., Takaoka M. Vortex reconnection. An. Rev. Fluid Mech. 1994. V. 26. P. 169�177.

ÝÂÎËÞÖÈß ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÕ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÃÄ È ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ � ÑÒÎÊÑÀ

À.È. Àëëèëóåâà1, À.È. Øàôàðåâè÷2

1Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíêè ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÌÃÄ è ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâ-
íåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, ëîêàëèçîâàííûå â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèâûõ èëè ïîâåðõíî-
ñòåé. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ðîñòà âîçìóùåíèÿ; äëÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ îïèñûâàåòñÿ
ïîâåäåíèå àëüôâåíîâñêèõ ìîä è îáñóæäàåòñÿ èõ âçàèìîäåéñòâèå.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Allilueva A. I., Shafarevich A. I. Asymptotic solutions for linear and nonlinear MHD
systems with a rapid jump near a surface. Dynamics of the surface of the jump and
evolution of the magnetic �eld. Regular and Chaotic Dynamics. 2015. V. 20. �6. P.
691�700.
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2. Allilueva A. I., Shafarevich A. I. Asymptotic solutions of linearized Navier � Stokes
equations localized in small neighborhoodsof curves and surfaces Russian Journal of
Mathematical Physics. 2015. V. 22. �4. P. 421�426.

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄËß ÏÎËÇÓÙÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ
ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â.Ê. Àíäðååâ

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëçóùèå äâóìåðíûå äâóõñëîéíûå äâèæåíèÿ æèäêèõ ñðåä
â ïëîñêîì êàíàëå � âÿçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ æèäêîñòåé èëè âÿçêîé æèäêîñòè è áè-
íàðíîé ñìåñè. Òàêèå äâèæåíèÿ âîçíèêàþò ëèáî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, ëèáî
ïðè ìàëûõ ÷èñåë Ìàðàíãîíè â ñëó÷àå òîíêèõ ñëî¼â, ëèáî ìàëûõ êàñàòåëüíûõ íà-
ïðÿæåíèÿõ â çàäà÷àõ î âåòðîâûõ âîëíàõ â äâóõñëîéíîé ñðåäå â íåãëóáîêèõ âîäî¼-
ìàõ. Ñòåíêè êàíàëà ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó. Åñëè èñêàòü ðåøåíèÿ
òèïà Õèìåíöà [1] ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, òî âñå óïîìÿíóòûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ
ê àíàëèçó ëèíåéíîé ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòà çàäà-
÷à ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé, ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñîäåðæàò èñêîìûå ôóíê-
öèè âðåìåíè � ãðàäèåíòû äàâëåíèé âäîëü ñëîÿ. Äðóãàÿ õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü
çàäà÷è � íåëîêàëüíîñòü ÷àñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñîäåðæàò èíòåãðàëû ïî
îáëàñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ.

Íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåí-
êè ðåøåíèÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå è óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàí-
íûå, êîãäà ñ ðîñòîì âðåìåíè ðåøåíèå âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïî ýêñïî-
íåíöèàëüíîìó çàêîíó. Â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå
êâàäðàòóð è ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ïîëåé ñêîðîñòåé, òåìïå-
ðàòóð è êîíöåíòðàöèé äëÿ êîíêðåòíûõ æèäêèõ ñðåä.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00067).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Hiemenz K. The boundary layer on a submerged in the uniform �ow of liquid straight
circular cylinder. Dingler's Polytech. J. 1911. V. 326. P. 321�324.
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Î ÊËÀÑÑÀÕ ÒÎ×ÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÍÅÐÀÇÐÛÂÍÎÑÒÈ

Ì.Ì. Àáåíîâ

Èíñòèòóò ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, Àëìàòû, Êàçàõñòàí

Â íåêîòîðîé îáëàñòè D ðàññìîòðèì îáùåå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+
∂(ρV1)

∂x
+
∂(ρV2)

∂y
+
∂(ρV3)

∂z
= 0. (1)

Çäåñü ρ(x, y, z, t) � íåèçâåñòíàÿ ïëîòíîñòü, Vk(x, y, z, t), k = 1, 3 � íåèçâåñòíûå êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè.

Óðàâíåíèå (1) ìîæíî ñ÷èòàòü áåçðàçìåðíûì. Äàëåå, ïóñòü uk(x, y, z, t), k = 0, 3 �
êîìïîíåíòû ðåãóëÿðíîé â D ÷åòûðåõìåðíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà òàêîãî ðîäà ôóíêöèé, à òàêæå âèäû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îïèñàíû
â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà. Êàæäîé ðåãóëÿðíîé â D ÷åòûðåõìåðíîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

ρ = u0(x, y, z, t), V1 =
u1(x, y, z, t)

u0(x, y, z, t)
, V2 = −u2(x, y, z, t)

u0(x, y, z, t)
, V3 = −u3(x, y, z, t)

u0(x, y, z, t)
. (2)

Â ôîðìóëàõ (2) êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîé ôóíêöèè ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî
ρ(x, y, z, t) ñòàíåò îãðàíè÷åííîé è âñþäó ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D. Àíà-
ëîãè÷íûé ïîäõîä äàåò êîíòèíóóì òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äëÿ
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ëîéöÿíñêèé Ë. Ã. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Äðîôà, 2003.

2. Àáåíîâ Ì.Ì. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Àëìàòû: Ê-2, 2013.

ÐÀÇÂÈÒÈÅ ÒÐÅÙÈÍÛ ÃÈÄÐÎÐÀÇÐÛÂÀ ÏËÀÑÒÀ Â
ÏÎÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ

À.Í. Áàéêèí1, Ñ. Â. Ãîëîâèí1,2

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ãèäðîðàçðûâ ïëàñòà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé èíòåíñè-
ôèêàöèè äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ. Ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà îáóñëîâ-
ëåíî çàêà÷êîé â íå¼ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ ñîçäà¼ò äàâëåíèå íà ñòåíêàõ, äîñòà-
òî÷íîå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ãîðíîãî äàâëåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ïîðîäû. Ïðîöåññ ðàçâè-
òèÿ òðåùèíû óïðàâëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ôàêòîðàìè: òå÷åíèåì âÿçêîé æèäêîñòè ïî
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òîíêîé òðåùèíå, óïðóãîé ðåàêöèåé ñòåíîê òðåùèíû, ôèëüòðàöèåé æèäêîñòè ÷åðåç
ñòåíêè òðåùèíû â ïëàñò, ðàçðûâîì ïîðîäû è ïðîäâèæåíèåì êîí÷èêà òðåùèíû. Îïè-
ñàíèå äèíàìèêè òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé è ðåäêî ðåøàåòñÿ â å¼ ïîëíîé
ïîñòàíîâêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ãèäðîðàçðûâà çà îñíîâó áûëà âçÿòà
ìîäåëü òðåùèíû â ïîðîóïðóãîé ñðåäå, ïðåäëîæåííàÿ â [1]. Ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü ïîðîâîå äàâëåíèå è äåôîðìàöèþ ãîðíîé ïîðîäû ñîâìåñòíî ñ ðàñêðûòèåì òðå-
ùèíû è äàâëåíèåì æèäêîñòè â íåé. Â ýòîé ìîäåëè ãîðíàÿ ïîðîäà ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê îäíîðîäíàÿ ïðîíèöàåìàÿ ñðåäà, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ óðàâíåíèÿì ïîðîóïðóãîñòè
Áèî [2]. Ïîëîæèòåëüíûì êà÷åñòâîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûé ó÷¼ò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïëàñòîâîé æèäêîñòè è æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà, îñíîâàííîãî íà âûïîëíåíèè
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, à íå íà èñêóññòâåííûõ ïîäõîäàõ òèïà ôîðìóëû Êàðòåðà
äëÿ óòå÷åê æèäêîñòè â ïëàñò, îáû÷íî ïðèìåíÿåìîé â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ KGD è
PKN [3].

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîìîùüþ
ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà [1]. Îñîáåííîñòÿìè àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîá-
õîäèìîñòè ÿâíî îòñëåæèâàòü ïîëîæåíèå êîí÷èêîâ òðåùèíû è ïåðåñòðàèâàòü ñåòêó,
÷òî õàðàêòåðíî äëÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà. Â ðàáîòå ïîêàçàíà ÷èñëåííàÿ ñõîäèìîñòü àë-
ãîðèòìà, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà çàäà÷ ìàñøòàáà ðåàëüíîé
èíæåíåðíîé ïðàêòèêè ïðè äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ñ ïîìî-
ùüþ ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç çàâèñèìîñòè ãåîìåòðèè
òðåùèíû îò âÿçêîñòè æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà è ïàðàìåòðîâ ïëàñòà, à òàêæå èññëå-
äîâàíî ïîâåäåíèå äàâëåíèÿ íà çàáîå ñêâàæèíû. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè
ìîäåëè ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòè â ïëàñòå è ðàçëè÷èå âÿçêîñòåé ïëàñòîâîé æèäêî-
ñòè è æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà â òðåùèíå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00610).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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V. 51. �11. P. 2116�2122.

2. Biot M.A. Theory of propagation of elastic waves in a �uid-saturated porous solid. I.II.
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ÊÐÓ×ÅÍÈÅ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÑÒÅÐÆÍÅÉ
ÏÐÈ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

È.À. Áàíùèêîâà1, Ä.Ì. Ïåòðîâ1,2, È.Þ. Öâåëîäóá 1

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è î êðó÷åíèè ñïëîøíûõ ñòåðæíåé, âûðåçàííûõ â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè ïëèòû è ïî íîðìàëè ê ïëèòå èç ñïëàâà ñ ïîíèæåííîé ñîïðîòèâëÿåìî-
ñòüþ äåôîðìàöèÿì ïîëçó÷åñòè â íàïðàâëåíèè ïîä óãëîì 45◦ ê íàïðàâëåíèþ íîðìàëè
ïëèòû. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ñïëàâà Â95ï÷Ò2, êîòîðûé ïðè
T = 180◦C (òîëùèíà ïëèòû 50 ìì) îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ïðè ïîë-
çó÷åñòè, à ñàìîå ñëàáîå íàïðàâëåíèå � ýòî íàïðàâëåíèå ïîä óãëîì 45◦ ê íîðìàëè
ïëèòû: èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè îáðàçöîâ, âûðåçàííûõ
ïîä óãëîì 45◦ ê íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ïëèòû, ïî÷òè â øåñòü ðàç âûøå, ÷åì ïðè
ðàñòÿæåíèè îáðàçöîâ, âûðåçàííûõ â ïðîäîëüíîì, ïîïåðå÷íîì è ïî íîðìàëè ïëèòû
íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ îïèñàíèÿ àíèçîòðîïíîé (òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé) ïîëçó÷åñòè
áûëà èñïîëüçîâàíà ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Õèëëà.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïðîòåñòèðîâàíû ýëåìåíòû Beam189 è Solid45
êîìïëåêñà Ansys. Ïðèáëèæåííûå îöåíêè è ðàñ÷åò ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ(ÌÊÝ)
äëÿ êðóãëûõ ñòåðæíåé, âûðåçàííûõ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè èç òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî ñïëàâà ñî ñëàáûì ñäâèãîâûì íàïðàâëåíèåì, ïîêàçàëè, ÷òî âîçíèêàåò
äåïëàíàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ñì. ðèñóíîê), ïðè ýòîì óãîë çàêðó÷èâàíèÿ ïîëó-
÷àåòñÿ â òðè ðàçà áîëüøå óãëà, ðàññ÷èòàííîãî â èçîòðîïíîé ïîñòàíîâêå [1]. Âèçóàëüíî
íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îáðàçöàõ äåïëàíàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ñïèðàëåâèäíûõ ëè-
íèé. Ðàñ÷åò ÌÊÝ äëÿ êðóãëûõ ñòåðæíåé, âûðåçàííûõ èç òàêîãî æå ñïëàâà â íàïðàâ-
ëåíèè íîðìàëè ïëèòû ïîêàçàë, ÷òî äåïëàíàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòñóòñòâóåò, íî
ïðè ýòîì óãîë çàêðó÷èâàíèÿ â äåñÿòü ðàç ïðåâîñõîäèò óãîë çàêðó÷èâàíèÿ, ïîëó÷åí-
íûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â èçîòðîïíîé ïîñòàíîâêå.

Èçîëèíèè ñìåùåíèé (äåïëàíàöèè) â íàïðàâëåíèè îñè ñòåðæíÿ z.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 15-01-07631-a, 16-08-00713-a).
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ÏÎÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ Â ÌÅËÊÓÞ ÂÎÄÓ
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Ïîäúåì òåëà ñ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì òå÷åíèå ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðèêëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ. Ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ïðîâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïîäúåìà òåë ñ ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ äíà [1, 2]. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ïîäúåìà ñòåêëÿííîãî êðóãëîãî äèñêà ñ ïîâåðõíîñòè âîäû,
öåëüþ êîòîðîãî áûëî îáúÿñíèòü ïðîöåññ ëàêàíèÿ êîøà÷üèìè, ïîêàçàëî [1], ÷òî â îñ-
íîâíîì ïðîöåññ ïîäúåìà æèäêîñòè âñëåä çà äèñêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñèëàìè òÿæåñòè
è èíåðöèè, à âÿçêîñòü æèäêîñòè è åå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå îêàçûâàþò íà ýòîò
ïðîöåññ ïðåíåáðåæèìî ìàëîå âëèÿíèå. Â ðàáîòå [3] èçó÷åíû âîëíîâûå òå÷åíèÿ, âîçíè-
êàþùèå íà ïåðâîì ýòàïå ïðè âåðòèêàëüíîì ïîäúåìå ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà, ÷àñòè÷íî
ïîãðóæåííîãî â ìåëêóþ âîäó, çàïîëíÿþùóþ ïðÿìîóãîëüíûé ïðèçìàòè÷åñêèé êàíàë
ñ ãîðèçîíòàëüíûì äíîì. Ïîäúåì âûïóêëûõ òåë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ÷àñòè÷íî ïî-
ãðóæåííûõ â æèäêîñòü êîíå÷íîé ãëóáèíû ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ äíà, ðàíåå íå ðàññìàò-
ðèâàëñÿ.

Ïîýòîìó öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîëíîâûõ òå÷åíèé, âîçíè-
êàþùèõ ïðè âåðòèêàëüíîì ïîäúåìå ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà, ÷àñòè÷íî ïî-
ãðóæåííîãî â ìåëêóþ âîäó, çàïîëíÿþùóþ ïðÿìîóãîëüíûé ïðèçìàòè÷åñêèé êàíàë ñ
ãîðèçîíòàëüíûì äíîì. Ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ òå÷åíèé âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ìåëêîé âîäû áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ òðåíèÿ, âÿçêîñòè æèäêîñòè
è åå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå çàêîíà äâèæåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè êîíòàêòà æèäêîñòè ñ íèæíåé ïîâåðõíî-
ñòüþ òåëà. Âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ëèíèÿ êîíòàêòà òåëà è
æèäêîñòè äâèæåòñÿ ñ äîêðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ è óðàâíåíèå åå äâèæåíèÿ çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòà, ïðèíîñèìîãî èç âíåøíåé îáëàñòè òå÷åíèÿ ñî ñâîáîäíîé âåðõ-
íåé ãðàíèöåé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ëèíèÿ êîíòàêòà äâèæåòñÿ ñ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ
è åå äâèæåíèå íå çàâèñèò îò âíåøíåé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäðîá-
íî èññëåäîâàíî òå÷åíèå æèäêîñòè â ïåðâîì ñëó÷àå. Äåòàëüíî èññëåäîâàíû òå÷åíèÿ
æèäêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëèí è ïà-
ðàáîëè÷åñêèé êîíòóð. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðèðóþùèõ
ïîäúåì æèäêîñòè âñëåä çà òàêèìè òåëàìè.
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Â êîíöå ïðîøëîãî âåêà àêòèâèçèðîâàëèñü èññëåäîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ òå÷åíèé êðî-
âè â àðòåðèàëüíîé ñèñòåìå ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ. Åùå â ñåìíàäöàòîì âåêå W. Harwey
íàáëþäàë çàêðó÷åííûå ïîòîêè êðîâè â ñåðäöå. Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
ïîêàçàë, ÷òî âðàùàþùèéñÿ ïîòîê êðîâè âîçíèêàåò â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà è ïåðå-
íîñèòñÿ â âîñõîäÿùóþ àîðòó. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â àîðòå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ñðåäíèé ñòàöèîíàðíûé ïîòîê. Íà ôîíå ýòîãî ïîòîêà äâèæóòñÿ äëèííûå ïðîäîëüíûå
ïóëüñîâûå âîëíû, ñâîéñòâà êîòîðûõ ñèëüíî çàâèñÿò îò âÿçêîñòè æèäêîñòè è óïðó-
ãèõ ñâîéñòâ ñòåíîê ñîñóäîâ. Ýòè âîëíû áûëè ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé
â êîíöå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà.

Â äîêëàäå íà îñíîâå íåëèíåéíîé ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé îáîëî÷êè ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí â âîñõî-
äÿùåé àîðòå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïèðàëüíûå âîëíû â àîðòå âûçâàíû çàêðó÷åííûì
ïîòîêîì æèäêîñòè, ïîñòóïàþùèì íà âõîä â àîðòó èç ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà. Àîð-
òà ìîäåëèðóåòñÿ êðóãîâûì öèëèíäðîì, îãðàíè÷åííûì òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé
îáîëî÷êîé. Ðåøåíèÿ ìîäåëè ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Àìïëèòóäû ñïèðàëüíûõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

×èñëåííûå ðàñ÷åòû êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí ïîêàçûâàþò, ÷òî âîçìîæíû ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû çàêðó÷èâàíèÿ ïîòîêà æèäêîñòè â òå÷åíèå ñèñòîëû. Ñèñòîëà � îäíà
èç ôàç ñåðäå÷íîãî öèêëà � ñîêðàùåíèå ñåðäöà. Âî âðåìÿ ñèñòîëû êðîâü íàãíåòàåòñÿ
â àðòåðèàëüíóþ ñèñòåìó. Âîçìîæåí ðåæèì, êîãäà â ïåðèîä ñèñòîëû æèäêîñòü âðà-
ùàåòñÿ â îäíó ñòîðîíó, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, â òå÷åíèå
êîòîðîãî æèäêîñòü âðàùàåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ýòîò ïðîìåæóòîê ìîæåò
íàõîäèòüñÿ âáëèçè ëþáîé âðåìåííîé òî÷êè ñèñòîëû. Ïîëó÷åííûé ðåæèì ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü
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àìïëèòóäû ñïèðàëüíûõ âîëí îò âðåìåíè â òå÷åíèå ñèñòîëû. Ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ
îò âõîäà â öèëèíäð êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû çàòóõàþò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó. Ìåõàíèçìàìè ïåðåíîñà ýòèõ âîëí ÿâëÿþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, òàê è
äëèííûå ïðîäîëüíûå âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû ñëàáî çàâè-
ñÿò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ñòåíîê àîðòû.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÐÀÒÍÛÕ ×ÀÑÒÎÒÀÕ ÄËß ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ
ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÃÎ

ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÃÎ ÃÀÇÀ

Ñ.Ï. Áàóòèí, Â. Å. Çàìûñëîâ, Ï.Ï. Ñêà÷êîâ

Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Â ðàáîòàõ [1�3] ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ ïîëíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, êîòîðûå ìîäåëèðóþò îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ ñæè-
ìàåìîãî âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû òåîðåìû î êðàòíûõ
÷àñòîòàõ, êîòîðûå îïèñûâàþò ìåõàíèçì ïåðåäà÷è âîçìóùåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ
òå÷åíèÿõ è ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâûâàþò ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ ìóçûêàëüíûõ îáåð-
òîíîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîäîáíîé ìåòîäèêîé èññëåäóþòñÿ òðåõìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå
òå÷åíèÿ, èìåþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

f(t, x1, x2, x3) = f0(t) +
3∑

i=1

∞∑
k=1

[
fik1(t) cos(kxi) + fik2(t) sin(kxi)

]
(1)

è ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Ïîä f ïîä-
ðàçóìåâàþòñÿ âåëè÷èíû δ, u, v, w, p, ãäå δ � óäåëüíûé îáúåì; u, v, w � ïðîåêöèè
âåêòîðà ñêîðîñòè ãàçà íà äåêàðòîâûå îñè; p � äàâëåíèå. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ fikj(t),
j = 1, 2, f0(t) âûïèñàíû áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Òåîðåìà î êðàòíûõ ÷àñòîòàõ. Ïóñòü çàäàíû òðè íàáîðà öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë è èõ íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè

d1 = ÍÎÄ(ℓ0, ..., ℓL); d2 = ÍÎÄ(m0, ...,mM); d3 = ÍÎÄ(n0, ..., nN).

Ïóñòü ïðè t = 0 íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ïðåäñòàâëåíèé (1) ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî
ãàðìîíèê. Ïðè÷åì ãàðìîíèêè, çàâèñÿùèå îò x1, èìåþò ÷àñòîòû ℓ0, ..., ℓL; çàâèñÿùèå
îò x2 � ÷àñòîòû m0, ..., mM ; çàâèñÿùèå îò x3 � ÷àñòîòû n0, ..., nN . Òîãäà â ðåøåíèè
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âñå êîýôôèöèåí-
òû fikj(t), ó êîòîðûõ ïåðâûé èíäåêñ i íå êðàòåí ÷èñëó di, ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè
íóëÿìè.

Òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè t > 0 â ðåøåíèè, ïðåäñòàâëåííîì â âèäå (1) è
ñîäåðæàùèì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ãàðìîíèê, ìîãóò
ïðèñóòñòâîâàòü ãàðìîíèêè îò xi òîëüêî ñ ÷àñòîòàìè, êðàòíûìè di, i = 1, 2, 3.
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ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÅ ÂÈÕÐÈ Â ÌÎÄÅËÈ ÌÅËÊÎÉ ÂÎÄÛ

Ñ.À. Áåéçåëü1, À.À. Òîë÷åííèêîâ2,3

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, Ìîñêâà
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Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìàòðèâàëñÿ ëîêàëèçîâàííûé âèõðü (õàðàêòåðíûé ðàçìåð �
ìàëûé ïàðàìåòð), äâèæóùèéñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ôîíîâîãî òå÷åíèÿ, ò.å. çàäàííîãî
äâóìåðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîòîðîå âìåñòå ñ âîçâûøåíèåì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà
ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé âèõðÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âèõðü óäî-
âëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû, ëèíåàðèçîâàííîé íà ôîíîâîì òå÷åíèè.
Òàêæå â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî âèõðü ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó ïðè óñëîâèè,
÷òî íà òðàåêòîðèè ôîíà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè � Ðèìàíà, ò.å. äèôôåðåíöèàë
ôàçîâîãî ïîòîêà íà òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì. Â äîêëàäå áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ ëîêàëèçîâàííûå âèõðè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
ìåëêîé âîäû.

Â êà÷åñòâå ôîíîâîãî òå÷åíèÿ ñ óñëîâèÿìè Êîøè � Ðèìàíà èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîå
ðåøåíèå èç ðàáîòû [3], â êîòîðîì ïîëå ñêîðîñòåé ëèíåéíî ïî êîîðäèíàòàì, à äíî
ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Òðàåêòîðèè ýòîãî ôîíîâîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ýëëèïñàìè, ïðîõîäèìûìè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íàìè ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ôîðìóëà
äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ëîêàëèçîâàííîãî âèõðÿ ñ íåêîòîðûì íåíóëåâûì íà÷àëüíûì âîç-
âûøåíèåì. Â ðàññìîòðåííûõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ îêàçàëîñü, ÷òî åñëè âèõðü çàêðó-
÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî âîçìóùåíèå ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè èìååò ôîðìó âïàäèíû, êîòîðàÿ òåì ãëóáæå, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð
íåëèíåéíîñòè çàäà÷è. À åñëè âèõðü çàêðó÷èâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ïðè ìà-
ëîì ïàðàìåòðå íåëèíåéíîñòè âîçâûøåíèå èìååò ôîðìó ãîðáà, â öåíòðå êîòîðîãî ïðè
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè îáðàçóåòñÿ âïàäèíà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè, ÷òî ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, êàê â òî÷íîì ðåøåíèè, íî ñ
íóëåâûì íà÷àëüíûì âîçâûøåíèåì, íà ïîâåðõíîñòè ïîñëå �îòáðàñûâàíèÿ� âîëíîâîãî
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ôðîíòà îáðàçóåòñÿ âèõðü òîé æå ôîðìû, ÷òî è â ñëó÷àå íåíóëåâîãî íà÷àëüíîãî âîç-
âûøåíèÿ. Â äîêëàäå áóäóò òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
äëÿ âèõðåé äðóãèõ ôîðì.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâûì è À.È Øàôàðåâè÷åì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-31-00442).
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ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÃÎ
ÒÅ×ÅÍÈß Ñ ÈÑÏÀÐÅÍÈÅÌ

Â.Á. Áåêåæàíîâà1, Î.Í. Ãîí÷àðîâà2, È.À. Øåôåð3

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê
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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î äâóõñëîéíîì òå÷åíèè æèäêîñòè è ïàðîãàçîâîé ñìåñè ñ ó÷¼-
òîì èñïàðåíèÿ íà òåðìîêàïèëëÿðíîé ãðàíèöå ðàçäåëà ïðè óñëîâèè çàäàííîãî ïîòî-
êà ãàçà. Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Îáåðáåêà � Áóññèíåñêà, ÿâëÿþùååñÿ
àíàëîãîì ðåøåíèÿ Îñòðîóìîâà � Áèðèõà [1, 2], êîòîðîå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ýôôåêò
äèôôóçèîííîé òåïëîïðîâîäíîñòè â ïàðîãàçîâîì ñëîå. Íà òâ¼ðäûõ âíåøíèõ ñòåíêàõ
êàíàëà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, ìåæôàçíîé
ãðàíèöåé ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ òåðìîêàïèëëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà.

Âûäåëåíû õàðàêòåðíûå òèïû òå÷åíèé, âîçíèêàþùèå â ñèñòåìå, è èçó÷åíî âëèÿíèå
òîëùèí ñëî¼â, âåëè÷èíû ðàñõîäà ãàçà è èíòåíñèâíîñòè òåïëîâîé íàãðóçêè íà ñòðóê-
òóðó òå÷åíèÿ: âîçìîæíî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå êàðòèíû òå÷åíèÿ ñ ôîðìèðîâàíèåì
÷èñòî òåðìîêàïèëëÿðíîãî, ñìåøàííîãî èëè ïóàçåéëåâñêîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Ïîëó-
÷åíû êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññîâîé ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ ÷åðåç ãðàíèöó
ðàçäåëà.

Ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ìîä èññëåäîâàíà ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííîãî òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ðàâíîé òåïëîâîé íàãðóçêè íà ãðàíèöàõ êàíàëà. Âîçíèêàþùèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ôîðìèðîâàíèþ âèõðåâûõ èëè
òåðìîêàïèëëÿðíûõ ñòðóêòóð, êîíöåíòðàöèîííûõ è òåïëîâûõ âàëîâ èëè �ïÿòåí�, êî-
òîðûå ìîãóò �äðåéôîâàòü� çà ñ÷¼ò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îñíîâíûì òå÷åíèåì. Ïðè ýòîì



Áåëûõ Â.Í. 23

ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé
êîíöåíòðàöèè â ãàçîâîé ôàçå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàñõîäà ãàçà
êîðîòêîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ ïîðîæäàþò âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû.
Êðîìå òîãî, ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû âîçìóùåíèé èìååò ìåñòî ïåðåõîä îò êðèòè-
÷åñêèõ âîçìóùåíèé âèõðåâîãî òèïà ê òåðìîêàïèëëÿðíûì ñòðóêòóðàì. Â çàâèñèìîñòè
îò òèïà îñíîâíîãî òå÷åíèÿ è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, îïðåäåëåíû ñòàáèëèçèðó-
þùèå ôàêòîðû è íàèáîëåå îïàñíûå ìåõàíèçìû, ïðèâîäÿùèå ê íåóñòîé÷èâîñòè îñíîâ-
íîãî òå÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-08-00163).
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ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÎÁÚ�ÌÀ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â.Í. Áåëûõ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îòûñêàíèè ñâîáîäíîãî (â îòñóòñòâèå ìàññîâûõ ñèë) íåóñòà-
íîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ îáëàñòè ω ⊂ R3, çàíÿòîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî íà âñåé ãðàíèöå ∂ω îáëàñòè äàâëåíèå ïîñòîÿííî. Òàêîå äâèæåíèå
ïî èíåðöèè âîçíèêàåò ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî èìïóëüñà, ðàñïðåäåë¼ííîãî ïî ∂ω
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáú¼ì ω, çàíÿòûé æèäêîñòüþ, çàðàíåå íå ôèêñèðî-
âàí è ñîñòîèò èç æèäêèõ ÷àñòèö. Ñïåöèôèêîé èññëåäóåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ãðàíèöà ∂ω (ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ å¼
îïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ äâà íåëèíåéíûõ óñëîâèÿ (êèíåìàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå),
ñâÿçûâàþùèõ ôîðìó ïîâåðõíîñòè ∂ω è ñêîðîñòè æèäêèõ ÷àñòèö íà íåé. Â ïðåäïîëî-
æåíèè ïîòåíöèàëüíîñòè è îñåñèììåòðè÷íîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè çàäà÷à ðåäóöèðó-
åòñÿ ê å¼ îäíîìåðíîìó àíàëîãó, îïèñûâàåìîìó ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ∂ω, äîïîëíåííîé äàííûìè Êîøè.

Â ðàáîòå äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè-
÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è î �êàïëå� â òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.
Â èòîãå ïîëó÷åíî ñòðîãî îáîñíîâàííîå îïèñàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèè äâèæåíèÿ îñå-
ñèììåòðè÷íîé êàïëè, ïðåäøåñòâóþùåé å¼ ýâîëþöèîííîìó �ðàçðóøåíèþ�. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî îòñóòñòâèå êîíñòðóêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé è íåðàçâèòîñòü ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ÿçûêà äëÿ îïèñàíèÿ ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè â ìîìåíò çàðîæäåíèÿ
â íåé îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñî ñâîáîä-
íûìè ãðàíèöàìè. Ñ ïîëó÷åííîé òåîðåìîé ïîÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü
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ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàçðóøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ∂ω ïóò¼ì àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �äàëåêî� ïî âðåìåíè ñ öåëüþ îòûñêàíèÿ îñîáåííîñòåé
(åñëè îíè åñòü) íà ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòè îñè âðåìåíè.

Èíòåðåñ àâòîðà ê óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêå áûë èíèöèèðîâàí Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ïðîöåññû ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà â
ñâîáîäíîêîíâåêòèâíûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ (ÏÑ) ó íàãðåòûõ äî ðàçíûõ òåìïåðàòóð
âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê ïëîñêîãî è êîëüöåâîãî ñëîåâ æèäêîñòè. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-
òèåì èññëåäîâàíèé [1]. Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà ñòåíäàõ �Âåðòèêàëüíûé ïëîñ-
êèé ñëîé� (ÂÏÑ) è �Âåðòèêàëüíûé êîëüöåâîé ñëîé-12� (ÂÊÑ). Îáà ñòåíäà èìåþò
ïðîçðà÷íûå ðàáî÷èå ó÷àñòêè, ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåí-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû òå÷åíèé, ïîëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû
â øèðîêèõ äèàïàçîíàõ ÷èñåë Ðýëåÿ Rax. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû çàâèñèìî-
ñòè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû ñðåäíèõ ïî âðåìåíè è ìãíîâåííûõ ëîêàëüíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ è òåïëîâûõ ñâîáîäíîêîíâåêòèâíûõ ÏÑ â ðåæèìàõ
ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà. Èçó÷åíû ïðîöåññû òóðáóëèçàöèè ÿäðà ñëîåâ, êî-
òîðûå îêàçûâàþò îáðàòíîå âëèÿíèå íà îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ ÏÑ íà ñòåíêàõ. Èññëå-
äîâàíèÿ ïðîâåäåíû íà æèäêîñòè ñ ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ, ðàâíûì 16. Íà ñòåíäå ÂÏÑ
èññëåäîâàí ñëîé òîëùèíîé 60 ìì. ÏÑ íà ãîðÿ÷åé è õîëîäíîé ñòåíêàõ â ýòîì ñëó÷àå
ðàçâèâàþòñÿ áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ñòåíäå
ÂÊÑ èññëåäîâàí ñëîé âûñîòîé 1473 ìì è òîëùèíîé 12,65 ìì ïðè ÷åòûðåõ ïåðåïà-
äàõ òåìïåðàòóðû ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè 2,35 Ê; 3,28 Ê; 4,52 Ê; 6,76 Ê.
Ïîãðàíè÷íûå ñëîè íà ãîðÿ÷åé è õîëîäíîé ñòåíêàõ â ýòîì ñëó÷àå ðàçâèâàþòñÿ â óñëî-
âèÿõ ñóùåñòâåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïåðåõîäíûõ ðåæèìàõ è
â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå îáíàðóæåíî ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïî
ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå êîãåðåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåëè-
íåéíîãî ðàçâèòèÿ äâóõ òèïîâ íåóñòîé÷èâîñòè. Âî-ïåðâûõ, âñïëûâàþùèå âèõðè â ÏÑ
âáëèçè ãîðÿ÷åé ñòåíêè è äðåéôóþùèå âíèç íà õîëîäíîé ñòåíêå. Ýòè âèõðè òåðÿþò
óñòîé÷èâîñòü â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè Rax. Íàáëþ-
äàþòñÿ ïðîðûâû ïåðåäíåãî ôðîíòà, ãäå ñêàïëèâàåòñÿ íàãðåòàÿ æèäêîñòü. Âîçíèêàåò
ïîäîáèå Λ-ñòðóêòóð, èç êîòîðûõ â äàëüíåéøåì âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå âèõðè. Ýòè
ïðîäîëüíûå âèõðè ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ Rax íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ â ðàäèàëü-
íîì è àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Âî-âòîðûõ, â êîëüöåâîì ñëîå âîçíèêàþò âèõðè íà
ãðàíèöå âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ � ïîäúåìíîãî íà ãîðÿ÷åé ñòåíêå è îïóñêíîãî íà õîëîäíîé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 15-08-07991à.
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Êàíîíè÷åñêèì îáúåêòîì â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé ïðè òåðìîãðàâè-
òàöèîííîé êîíâåêöèè ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå â âåðòèêàëüíîì ñëîå æèäêîñòè, çàêëþ÷åííîì
ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè, íàãðåòûìè äî ðàçíûõ òåìïåðàòóð. Â öèêëå ðàáîò,
âûïîëíåííûõ â ÈÒ ÑÎ ÐÀÍ, èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü è ñòðóêòóðà òå÷åíèé â ëà-
ìèíàðíûõ ðåæèìàõ è â ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ. Âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû
ýòèõ èññëåäîâàíèé îáîáùåíû â ðàáîòå [1]. Äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäî-
âàíèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà â
ñâîáîäíîêîíâåêòèâíûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ [2]. Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà ðàáî-
÷èõ ó÷àñòêàõ ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè âûñîêîé òåïëîïðîâîäíîñòè è ñ ïðîçðà÷íûìè
âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëèòü
ïîëå òåìïåðàòóðû âíóòðè ïðîçðà÷íûõ ñòåíîê íåâîçìîæíî. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñòå-
ïåíè âëèÿíèÿ ëîêàëüíîãî ñîïðÿæåííîãî òåïëîîáìåíà íà ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ â ñîïðÿæåííîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ïðè ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ãåîìåòðèåé ðàáî÷åãî
ó÷àñòêà ñòåíäà �Âåðòèêàëüíûé ïëîñêèé ñëîé� [2].

×èñëåííî â ñîïðÿæåííîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàíà êîíâåêòèâíàÿ òåïëîîòäà÷à îò
âåðòèêàëüíîé ñòåíêè ñ íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ â ðåæèìå ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî
ïåðåõîäà. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ÷èñëå Ïðàíäòëÿ Pr = 16 è ÷èñëå Ãðàñãîôà
Gr = 6 · 106. Ðàññ÷èòàíû ïîëÿ òåìïåðàòóðû êàê â æèäêîñòè, òàê è â òâåðäûõ âåð-
òèêàëüíûõ ñòåíêàõ. Â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âîçíèêàþò âñïëûâàþùèå âòîðè÷íûå âèõðè.
Âñå âèõðè íà ãîðÿ÷åé ñòåíêå âðàùàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó, â ãîëîâíîé ÷àñòè âèõðåé
ãîðÿ÷àÿ æèäêîñòü óõîäèò îò ñòåíêè â ÿäðî, à â êîðìîâîé ÷àñòè âèõðåé íà ñòåíêó
íàòåêàåò õîëîäíàÿ æèäêîñòü èç ÿäðà ñëîÿ. Â ðåçóëüòàòå íà ïîâåðõíîñòè è âíóòðè
âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê íà÷èíàåò áåæàòü òåïëîâàÿ âîëíà. Íèçêàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü
âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ñäâèãó ôàç âîëíû â æèäêîñòè, íà ïî-
âåðõíîñòè ñòåíêè è âíóòðè âåðòèêàëüíîé ñòåíêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-08-
07991à).
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×èñëåííî â ñîïðÿæåííîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåñòàöèîíàðíîé òåð-
ìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè íà ïîëÿ òåìïåðàòóðû â òîíêîé âåðòèêàëüíîé ìåòàë-
ëè÷åñêîé ïåðåãîðîäêå, îòäåëÿþùåé ïîëîñòü ñ æèäêîñòüþ ñ Pr = 16 îò ïîëîñòè ñ
ãàçîì c Pr = 0.71, âîçíèêàþùåé ïîñëå âíåçàïíîãî íàãðåâà ïðàâîé ñòåíêè ïîëîñòè.
Èññëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ äâóõ òèïîâ ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé ñ ñîîòíîøåíèÿìè
òîëùèíû ñëîÿ æèäêîñòè ê åãî âûñîòå, ðàâíûìè 0.5 [1] è 12.6. Îòíîøåíèå òîëùèíû
ìåòàëëè÷åñêîé ïåðåãîðîäêè ê òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè ðàâíÿåòñÿ 0.0025 è 0.005 ñîîò-
âåòñòâåííî. Äèàïàçîí ÷èñåë Ãðàñãîôà 102 ≤ Gr ≤ 107 è 102 ≤ Gr ≤ 104 äëÿ ïåðâîé
è âòîðîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ÷èñåë Ãðàñãîôà, Ïðàíäòëÿ è äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ
96% ýòèëîâîãî ñïèðòà è âîçäóõà ïðè 293 K. Ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíû
óðàâíåíèÿ òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, çàïèñàííûå
â ïåðåìåííûõ �òåìïåðàòóðà�, �âèõðü ñêîðîñòè� è �ôóíêöèÿ òîêà�.

Ïðè âíåçàïíî âêëþ÷åííîì áîêîâîì ïîäâîäå òåïëà â èññëåäóåìîé ñîñòàâíîé îá-
ëàñòè íàáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå ýòàïû ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ è ýâîëþöèè ïîëåé òåìïå-
ðàòóðû. Âíà÷àëå âî âñåõ ðåæèìàõ íàáëþäàåòñÿ ïðîãðåâ òîíêèõ ñëîåâ íåïîäâèæ-
íîé æèäêîñòè âáëèçè íàãðåâàåìîé ñòåíêè. Èíòåðâàëû âðåìåíè îò íà÷àëà íàãðåâà
äî âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ óìåíüøàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïðèëîæåí-
íîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóðû. Ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ è ðàçâèòèÿ
íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ òîíêàÿ ïåðãîðîäêà, íà êîòîðóþ íàòåêàåò ïîòîê ãîðÿ÷åé
æèäêîñòè, íàãðåâàåòñÿ íåðàâíîìåðíî. Â ðåçóëüòàòå óäàðà ãîðÿ÷åé ñòðóè ïðîèñõîäèò
ëîêàëüíûé íàãðåâ ïåðåãîðîäêè, è â íåé âîçíèêàþò áîëüøèå ãðàäèåíòû òåìïåðàòóðû.
Èìåííî â ýòîé îáëàñòè ïîÿâÿòñÿ ìàêñèìàëüíûå òåðìè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ. Òåïëîâîé
óäàð ïîñëå äîñòèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíîé òîíêîé ñòåíêè ñãëàæèâàåòñÿ çà ñ÷åò åå òåï-
ëîâîé èíåðöèè è ðàñòåêàíèÿ òåïëà â ïëîñêîñòè ñòåíêè. Â ïîëîñòè, ðàñòÿíóòîé ïî
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ãîðèçîíòàëè ïðè Gr ≥ 5 · 105, íàáëþäàåòñÿ îòðàæåíèå ðàçîãðåòîé ñòðóè îò ïåðå-
ãîðîäêè. Ôîðìèðóåòñÿ îòðàæåííàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà Gr ïðèîáðåòàåò
õàðàêòåð ñîëèòîíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-08-
07991à).
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Êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ â âåðòèêàëüíûõ ñëîÿõ òåêó÷èõ ñðåä, ïîäîãðåâàåìûõ ñíè-
çó � ýòî ïðîñòåéøèå ìîäåëè òàêèõ ïðèðîäíûõ ñèñòåì, êàê ðàçëîìû è òðåùèíû â
çåìíîé êîðå, ãëóáîêèå âïàäèíû íà äíå îêåàíîâ [1]. Ñðåäè ãåîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â
êîòîðûõ âîçíèêàþò òå÷åíèÿ èç-çà ïîäîãðåâà ñíèçó, âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò âóëêàíû
è êèìáåðëèòîâûå òðóáêè [1]. Âîçìîæíûå ñöåíàðèè ôîðìèðîâàíèÿ êèìáåðëèòîâîé
òðóáêè ìíîãîâàðèàíòíû è çàâèñÿò îò ëîêàëüíîé îáñòàíîâêè â çåìíîé êîðå. Åñëè
èìååòñÿ ðàçëîì � òðåùèíà, çàïîëíåííàÿ îäíîðîäíîé òåêó÷åé ñðåäîé èëè ïîðèñòîé
ñðåäîé, íàñûùåííîé òåêó÷åé ñðåäîé, òî êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ ìîãóò áûòü èíèöèè-
ðîâàíû âíåçàïíûì íàãðåâîì ïðè âûõîäå ãîëîâíîé íàãðåòîé ÷àñòè ãåîäèíàìè÷åñêîãî
ïëþìà ê íèæíåé ãðàíèöå çåìíîé êîðû. Â ÈÒ ÑÎ ÐÀÍ áûëè âûïîëíåíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ è âûõîäà íà äíåâíóþ
ïîâåðõíîñòü ïëþìîâ, ðàçâèâàþùèõñÿ íàä ëèíåéíûìè èñòî÷íèêàìè òåïëà [2, 3]. Èçó-
÷åíà ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû òå÷åíèÿ, ïîëåé òåìïåðàòóðû
è ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïîäâîäèìîé ìîùíîñòè. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà
åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ðàçâèòèå íåñòàöèîíàðíîãî êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ïîëîñòè, âíåçàïíî íàãðåòîé ñíèçó. Â ñîïðÿæåííîé ïîñòàíîâêå ÷èñëåííî
èññëåäîâàíû ïðîöåññû ðàçâèòèÿ ïîëåé òåìïåðàòóðû â òâåðäîì ìàññèâå ïðè äîñòè-
æåíèè ãîëîâíîé ÷àñòè ïëþìîâ íèæíåé ãðàíèöû ìîäåëè çåìíîé êîðû è ðàçâèòèå
êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ìîäåëè ðàçëîìà â ðåæèìàõ íåñòàöèîíàð-
íîãî òåïëîîáìåíà êîíâåêòèðóþùåé æèäêîñòè ñî ñòåíêàìè ðàçëîìà. Ïîêàçàíî, ÷òî
â ïðèäîííîé ÷àñòè íàáëþäàåòñÿ êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ
äâóõâèõðåâîãî òå÷åíèÿ. Ïîî÷åðåäíî ìåíÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü òå÷åíèÿ òî â ïðàâîì, òî
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â ëåâîì âèõðå, â êîòîðîì íàãðåòàÿ æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ âäîëü âåðòèêàëüíûõ ñòå-
íîê, à íàâñòðå÷ó ïðîâàëèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî õîëîäíàÿ æèäêîñòü. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî
â æèäêîñòè òå÷åíèå èìååò âîëíîâîé õàðàêòåð, è â òâåðäûõ ñòåíêàõ áåæèò òåïëîâàÿ
âîëíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 13-05-
12096 îôè-ì).
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íèÿ èì. àêàä. Å.Í. Ìåøàëêèíà

Îäíîé èç âàæíûõ è àêòóàëüíûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè
êðîâè â ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìå. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îñíîâàííîå
íà ðåàëüíûõ êëèíè÷åñêèõ äàííûõ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè êðîâîòîêà â íîðìå è ïàòîëîãèè. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ðåøàòü
òàêèå âàæíûå ìåäèöèíñêèå çàäà÷è, êàê âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ êðîâåíîñíîé ñèñòåìû, ïðîãíîçèðîâàòü ïîñëåäñòâèÿ õèðóðãè÷åñêèõ âìåøàòåëüñòâ
è ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé. Îäíèì èç òàêèõ îïàñíûõ çàáîëåâàíèé ÿâëÿþòñÿ àíåâðèç-
ìû ñîñóäîâ ãîëîâíîãî ìîçãà.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êðîâîòîêà â
êðóïíûõ àðòåðèÿõ çàäíåãî áàññåéíà êðîâîîáðàùåíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà ïðè íàëè÷èè
ãèãàíòñêîé àíåâðèçìû áèôóðêàöèè áàçèëÿðíîé àðòåðèè, à òàêæå ñðàâíåíèå ðåçóëü-
òàòîâ ðàñ÷¼òîâ íà îñíîâå òð¼õ ìîäåëåé: ìîäåëü òå÷åíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ ñ æ¼ñòêèìè
ñòåíêàìè, ìîäåëü îäíîñòîðîííåé ãèäðîóïðóãîñòè, ìîäåëü äâóñòîðîííåé ãèäðîóïðó-
ãîñòè.

Òå÷åíèå êðîâè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ òð¼õìåðíîãî íåñòà-
öèîíàðíîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, èçìåðåííûå â õîäå îïå-
ðàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåíîê ñîñóäà ïðè-
ìåíÿåòñÿ ìîäåëü èçîòðîïíîãî ëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ
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óñëîâèé çàäàþòñÿ äàâëåíèå æèäêîñòè íà ñòåíêó ñîñóäà, ïîëó÷åííîå â ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîì ðàñ÷åòå íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè, è ðåàêöèÿ óïðóãîé îïîðû, ìîäåëèðóþ-
ùàÿ îêðóæàþùåå âåùåñòâî ìîçãà. Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êðîâè ñî ñòåíêàìè
ñîñóäà îäíîâðåìåííî ðåøàþòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà è ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ñ êèíåìàòè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèì óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå
êîíòàêòà.

Òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ (ñîñóäû ãîëîâíîãî ìîçãà ñ ãèãàíòñêîé
àíåâðèçìîé) ïîñòðîåíà ïî äàííûì ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè êîíêðåòíîãî
ïàöèåíòà. Âíóòðèñîñóäèñòûå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ êðîâîòîêà ïðîâîäèëèñü
âî âðåìÿ îïåðàöèè äëÿ ýòîãî æå ïàöèåíòà.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS. Â
ðàñ÷¼òàõ ïîëó÷åíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû êðîâîòîêà è ìåõàíè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû ñòåíêè ñîñóäà. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî òð¼ì ìîäåëÿì ïîêàçàëî, ÷òî ïðåíå-
áðåæåíèå óïðóãèìè ñâîéñòâàìè ñòåíêè ñîñóäà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ äàâëåíèÿ è èç-
ìåíåíèþ êàðòèíû òå÷åíèÿ âíóòðè àíåâðèçìû. Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè îäíîñòîðîííåé
ãèäðîóïðóãîñòè ïðèâîäèò ê áîëüøèì íàïðÿæåíèÿì, äåôîðìàöèÿì è ïåðåìåùåíèÿì
ñòåíêè ñîñóäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 16-31-00223).
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Â ýòîé ðàáîòå ïîäñ÷èòàíû îñðåäíåííûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ
òîíêî-ñëîèñòîé ñðåäû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëîè ëåæàò ïàðàëëåëüíî âûäåëåííîé
ïëîñêîñòè, è ìåæñëîéíàÿ ãðàíèöà � ýòî òîíêèé ñëîé (íóëåâîé òîëùèíû) ñëàáîïðî-
âîäÿùåãî ìàòåðèàëà. Îñðåäíåííûå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà k > 0, ñâÿ-
çûâàþùåãî ñêà÷îê òåìïåðàòóðû è ïîòîê òåïëà íà ìåæñëîéíîé ãðàíèöå. Ïîêàçàíî,
÷òî â ïðåäåëå k → +0 ïîíèæàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äîêàçàíà
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê ïðåäåëüíîé è ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà
íåãëàäêèõ ðåøåíèé ïðåäåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è.
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Ðàññìîòðåíû çàäà÷è äèíàìèêè ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ îäíîìåðíîé ïðî-
äîëüíîé ñòðàòèôèêàöèåé ïëîòíîñòè. Îáñóæäàþòñÿ îáîñíîâàíèå, îñîáåííîñòè è ãðà-
íèöû ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Óèçåìà [1].

Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû îò ïëîòíîñòè ñðåäû ïåðåä
åå ôðîíòîì äëÿ ëþáîé èíòåíñèâíîñòè âîëíû. Îïðåäåëåíû ïîòåðè ýíåðãèè óäàðíîé
âîëíû ïðè ïðîõîæäåíèè ñëîåâ ïðîäîëüíîé ñòðàòèôèêàöèè ïëîòíîñòè.

Îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå àíàëîãè÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ê çàäà÷àì îáòåêàíèÿ
òâåðäûõ èñêðèâëåííûõ ïîâåðõíîñòåé ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Óèçåì Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. Ì.: Ìèð, 1977.

ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ ÍÀÉÊÂÈÑÒÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ Â ÃÅÌÎÄÈÍÀÌÈÊÅ

ÃÎËÎÂÍÎÃÎ ÌÎÇÃÀ

Å.Å. Áîðä1, À.À. ×åðåâêî1,2, À.Ï. ×óïàõèí1,2

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ â ñëîæíîé ñîñòàâíîé ñèñòåìå �ïóëüñèðóþùèé ïîòîê
êðîâè � óïðóãèå ñòåíêè ñîñóäîâ � îêðóæàþùàÿ ñðåäà ìîçãà� îïèñûâàþòñÿ óðàâíå-
íèåì íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

εq′′(t) + P2(q)q
′ + P3(q) = k u(t). (1)

Â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèè q(t) è u(t)� ãåìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Êîýôôèöèåíòû
P2(q) = a1 + a2 q + a3 q

2, P3(q) = b1 q + b2 q
2 + b3 q

3; ai, bi, k ∈ R îïðåäåëÿþò äåìïôè-
ðóþùèå è óïðóãèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Êîýôôèöèåíòû {ai, bi, k}
îïðåäåëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîãî ïàöèåíòà íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ [1]. Óðàâíåíèå (1) îáëàäàåò ðàçíîîáðàçíûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, òèï êîòî-
ðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè {ai, bi, k} è ïðàâîé ÷àñòüþ [3, 4]. Ýòî óñòîé÷èâûå
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ñèñòåìû ñóáãàðìîíèê, íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà (1), ïîñòðîåííûå ïî êëèíè÷åñêèì äàííûì, îáëàäàþò, êàê ïðàâè-
ëî, óñòîé÷èâûì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì [2]. Äèàãðàììû Íàéêâèñòà (ÄÍ) ÿâëÿþòñÿ
óäîáíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (1) ñ ãàðìîíè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ u(t) = A sin(ω t) ïðè ðàçëè÷íûõ A è ω. ÄÍ
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äàþò ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ (A è ω) è ïàðàìåòðàìè âîç-
áóæäàåìûõ â ñèñòåìå êîëåáàíèé. Òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî äîïîëíÿåò ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå è ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü äèàïàçîí âîçìîæíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé
íà ãåìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîçãà, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (1).

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ÄÍ äëÿ óðàâíåíèé (1), îïèñûâàþùèõ ñèñòåìû ñîñóäîâ ãî-
ëîâíîãî ìîçãà ïðè íàëè÷èè öåðåáðàëüíûõ àíåâðèçì (ÖÀ), ïîêàçûâàåò õàðàêòåðíûé
âèä ðåøåíèé (1) ïðè íàëè÷èè àíîìàëèé òàêîãî òèïà. Îáíàðóæåíî êîíå÷íîå ÷èñëî
ïàòòåðíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ (1), íà÷èíàÿ ñ ïîÿâëåíèÿ
ñèñòåì ñóáãàðìîíèê è çàêàí÷èâàÿ ðàçðóøåíèåì ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåíè-
òåëüíî ê æèâîé ñèñòåìå ýòî ìîæåò îçíà÷àòü íàðóøåíèå åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00036).
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ÏÐÎÖÅÑÑÅ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

ÄÅÒÎÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÂÎËÍ

C.Ï. Áîðèñîâ, À.Í. Êóäðÿâöåâ

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äåòîíàöèîííàÿ âîëíà (ÄÂ) èìååò ñëîæíóþ íåñòàöèîíàðíóþ
ñàìîïîääåðæèâàþùóþñÿ ìíîãîôðîíòîâóþ ñòðóêòóðó. Å¼ îáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü
îáúÿñíåíî íåóñòîé÷èâîñòüþ ïëîñêîé ÄÂ ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì.
Ê ñîæàëåíèþ, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ÄÂ õîðîøî ðàçâèòà ëèøü äëÿ ïðîñòîé
õèìè÷åñêîé ìîäåëè ñ îäíîé íåîáðàòèìîé ðåàêöèåé è íèêîãäà íå ñðàâíèâàëàñü ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, å¼ âûâîäû è ñâÿçü ñ ðåàëüíîé ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðîé
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îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì îáñóæäåíèé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ÄÂ, ðàñïðîñòðàíÿþùåé-
ñÿ â ïëîñêîì èëè ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå, ëèíåéíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü
ðÿä ïàðàìåòðîâ ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû â êà÷åñòâåííîì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè íàáëþäåíèÿìè. Äàëåå ÷èñëåííî èññëåäóþòñÿ íåëèíåéíûå ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ
äåòîíàöèîííûõ ÿ÷ååê â ïëîñêîì êàíàëå. Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ õèìè÷å-
ñêè ðåàãèðóþùåãî ãàçà ðåøàþòñÿ WENO ñõåìîé 5-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñåòî÷íîå
ðàçðåøåíèå âàðüèðîâàëîñü, íàèáîëåå ïîäðîáíàÿ ñåòêà ñîñòîÿëà èç 2720×3400 òî÷åê;
äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëîñü äî 80 ÿäåð âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà. Íà ðèñóíêå íèæå
ïîêàçàí ïðèìåð ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííîãî ñëåäîâîãî îòïå÷àòêà.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå îïðåäåëÿëñÿ ïðåîá-
ëàäàþùèé ìàñøòàá è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî äåòîíàöèîííûõ ÿ÷ååê, óêëàäûâàþùèõ-
ñÿ â êàíàëå. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ñðàçó æå ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ ÿ÷ååê èõ ÷èñëî
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ëèíåéíîé òåîðèè. Îäíàêî, äàëåå, êîãäà ìíîãî-
ôðîíòîâàÿ ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ õîðîøî ðàçâèòîé, èõ ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî
â äâà ðàçà. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ïðîöåññ �ñïàðèâàíèÿ� îáóñëîâëåí âëèÿíèåì íåëè-
íåéíûõ ýôôåêòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåäñêàçàíèÿ ëèíåéíîé
òåîðèè îêàçûâàþòñÿ âåðíû äëÿ ðàííèõ ñòàäèé ôîðìèðîâàíèÿ ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû.
Îïðåäåëåíèå êîíêðåòíûõ íåëèíåéíûõ ìåõàíèçìîâ, îòâåòñòâåííûõ çà óäâîåíèå ðàçìå-
ðà ÿ÷ååê ïðè âûõîäå íà ñàìîïîääåðæèâàþùèéñÿ ðåæèì ñ ðàçâèòîé ìíîãîôðîíòîâîé
ñòðóêòóðîé ìîæåò ñòàòü ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ (äîãî-
âîð �14.Z50.31.0019) äëÿ ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷å-
íûõ.

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÐÀÑ×ÅÒÀ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÏËÎÑÊÈÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ì.À. Áîðîíèíà, Â.À. Âøèâêîâ

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ÷àñòèö â ñàìîñîãëàñîâàííûõ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñòàíäàðòíîé ñõåìîé ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ñõåìà ñ ïåðåøàãèâàíèåì,
ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí áåðóòñÿ íà ñåòêàõ, ñäâèíóòûõ äðóã îòíîñè-
òåëüíî äðóãà íà ïîëøàãà. Ñõåìà îáëàäàåò âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, íî ÿâëÿåòñÿ
óñëîâíîé óñòîé÷èâîé. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ ïó÷êîâ ÷àñòèö è, ñîîòâåòñòâåííî, ïëîñêèõ
îáëàñòåé óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïðîñòðàíñòâåííûì øàãîì,
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âåëè÷èíà êîòîðîãî ìèíèìóì â 100 ðàç ìåíüøå, ÷åì ïðîñòðàíñòâåííûé øàã â äðóãîì
íàïðàâëåíèè [1, 2]. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè óìåíüøàòü âðåìåííîé
øàã. Ðåøàåìàÿ íà ñóïåðÝÂÌ ïîëíîñòüþ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè óëüòðàðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ÷àñòèö òðåáóåò ñíèæåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò íà ðàñ÷åòû [3].

Ïðåäëàãàåòñÿ íà îñíîâå ñõåìû ñ ïåðåøàãèâàíèåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó ñ âåñàìè
[4], äîáàâèâ íåÿâíîñòü â íàïðàâëåíèè íàèìåíüøåãî ðàçìåðà îáëàñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèÿì â ôîðìóëàõ ïîäñ÷åòà ïîëåé â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ [5]. Äëÿ îáåèõ ñõåì
õàðàêòåðíî òî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííî-
ãî øàãîâ âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
Îáå ñõåìû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ñîõðàíÿþò àìïëèòóäó âîëí è ñêîðîñòü èõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü íîâûå ôîðìóëû ëèáî
äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ëèáî äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî. Íàïðèìåð, â çàäà÷å äèíàìèêè çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö â óñêîðèòåëÿõ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à ìàãíèòíîå ïîëå íà ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
äîïîëíèòåëüíûå óçëû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó èçìåíåíèÿ â ñõåìå ñ ïåðåøàãè-
âàíèåì êàñàþòñÿ òîëüêî äâóõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òàêæå
òðåáóåòñÿ õðàíèòü è èñïîëüçîâàòü äâå êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è òîêà íà
ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå. Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèçâî-
äèòñÿ â ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê
ïðåäëîæåííîé ñõåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 16-31-00301, 14-01-00392, 14-07-00241, 16-01-00209).
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÅ ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ�ÄÈÔÔÓÇÈÈ�ÐÅÀÊÖÈÈ

Ð.Â. Áðèçèöêèé1, Æ.Þ. Ñàðèöêàÿ2

1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê
2Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

−λ∆φ+ u · ∇φ+ k̃(φ,x)φ = f â Ω, φ = 0 íà Γ. (1)

Çäåñü ôóíêöèÿ φ èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, u � çàäàííûé
âåêòîð ñêîðîñòè, f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà, λ � ïîñòî-
ÿííûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ôóíêöèÿ k̃ = k̃(φ,x) èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà
ðåàêöèè.

Äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) ïðè êîýôôèöèåíòàõ ðåàêöèè, çà-
âèñÿùèõ êàê îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, òàê è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è
ïðèíàäëåæàùèõ äîñòàòî÷íî øèðîêîìó êëàññó ôóíêöèé, è ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü
åå ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè âèäà
k̃ = β(x)k(φ), çàêëþ÷àþùàÿñÿ â âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè β(x) ïî èçìåðåííîé â íåêî-
òîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà ôóíêöèè β(x)
è k(φ) òàêæå äîñòàòî÷íî îáùèå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáîá-
ùàåò ïîñòàíîâêè êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â [1, 2].

Íàêîíåö, äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ k(φ)=φ2, êîòîðîìó îòâå÷àåò êîýôôèöèåíò ðåàê-
öèè k̃(φ,x) = β(x)φ2, âûâåäåíà ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùàÿ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, è íà îñíîâå åå àíàëèçà ïîëó÷åíû îöåíêè ëîêàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé êàê ôóíêöèî-
íàëà êà÷åñòâà, òàê è ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ f â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â (1).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 14-11-00079).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Àëåêñååâ Ã.Â., Âàõèòîâ È.Ñ., Ñîáîëåâà Î.Â. Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ
èäåíòèôèêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè�äèôôóçèè�ðåàêöèè.Æóðí. âû÷èñë. ìà-
òåì. è ìàòåì. ôèçèêè. 2012. Ò. 52. �12. Ñ. 2190�2205.

2. Áðèçèöêèé Ð.Â., Ñàðèöêàÿ Æ.Þ. Êðàåâûå è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè�äèôôóçèè�ðåàêöèè. Ñèá. ýëåêòðîí. ìàòåì. èçâ. 2015.
Ò. 12. Ñ. 447�456.



Áóðìèñòðîâà Î.À 35

ÒÅÐÌÎÊÀÏÈËËßÐÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÆÈÄÊÎÃÎ
ÑËÎß ÍÀ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

ÂÐÀÙÀÞÙÅÃÎÑß ÖÈËÈÍÄÐÀ

Î.À. Áóðìèñòðîâà

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè æèäêîñòè, ÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùåé öè-
ëèíäð, êîòîðûé âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Èçîòåðìè÷åñêàÿ çà-
äà÷à èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1]�[5] (ñì. òàêæå ññûëêè â [4, 5]). Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òå÷åíèå íåèçîòåðìè÷åñêîå, è ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâóåò. Îñíîâíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà è òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä
−→
V = (0, ωr, 0),

p = ρω2r2/2+p0, T = T1log(r/r2)+T0, ãäå p0, T1, T0 � ïîñòîÿííûå. Ïîâåðõíîñòü r = r2
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì [5]. Îáíàðóæåíî, ÷òî îñåñèììåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ñïîñîá-
íû åå äåñòàáèëèçèðîâàòü. Ïî àíàëîãèè ñ [6] ðàññìàòðèâàëèñü íåéòðàëüíûå âîçìóùå-
íèÿ, ãäå â êà÷åñòâå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà âûáèðàëîñü ÷èñëî Ìàðàíãîíè. Òåìïåðà-
òóðà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðåòüåãî ðîäà. Íåçàâèñèìûìè
áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ a = r1/r2 (îòíîøåíèå âíåøíåãî ðàäè-
óñà öèëèíäðà ê âíóòðåííåìó), Ma = κδTr2/ρν

2 (÷èñëî Ìàðàíãîíè), We = ρω2r2
3/σ0

(÷èñëî Âåáåðà), Bi = βr2 (÷èñëî Áèî), Cr = κδT/σ0 (õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ), Pr = ν/χ (÷èñëî Ïðàíäòëÿ). Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà
Ìàðàíãîíè ïîëó÷åíû äëÿ ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Êðîìå íåóñòîé÷èâîñòè òèïà
Ïèðñîíà ñóùåñòâóåò äëèííîâîëíîâàÿ êàïèëëÿðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðàÿ òàêæå
èìååò ìåñòî äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòè, îáóñëîâ-
ëåííîé ñèëîé ïëàâó÷åñòè, òî îíà ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî ïðè î÷åíü áîëüøèõ ÷èñëàõ
Ïðàíäòëÿ [7].
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÍÀÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÇÀÊÀ×ÊÈ
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1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Îäíîé èç âàæíûõ êîìïîíåíò ïðîèçâîäñòâà òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà ñ öå-
ëüþ èíòåíñèôèêàöèè äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëü òðåùèíû ãèäðîðàç-
ðûâà, ñîñòîÿùèé â îïðåäåëåíèè å¼ îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: ðàçìåðà è
ïîëîæåíèÿ. Êîíòðîëü òðåùèíû îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìîìåíò å¼ ïðîèçâîäñòâà íà
îñíîâå äàííûõ ìèêðîñåéñìè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà. Îäíàêî äàííûé ïîäõîä äà¼ò òîëü-
êî ïðèáëèçèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ïàðàìåòðàõ òðåùèíû, ïîýòîìó äðóãèå ñïîñîáû
êîíòðîëÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ êðàéíå àêòóàëüíûìè.

Â äàííîé ðàáîòå äàíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
íåñòàöèîíàðíîé çàêà÷êè æèäêîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû ãèäðîðàç-
ðûâà ïëàñòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàêà÷êà æèäêîñòè â ñêâàæèíó ñ òðåùèíîé ãèäðî-
ðàçðûâà îðãàíèçîâàíà ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿ ïî âðåìåíè ðàñõîäîì. Ïîêàçà-
íî, ïðè ýòîì áóäåò íàáëþäàòüñÿ ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó âîëíàìè äàâëåíèÿ è ðàñõîäà
æèäêîñòè. Ôàçîâûé ñäâèã çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïëàñòà, à òàêæå îò äëèíû òðåùè-
íû ÃÐÏ. Òàêèì îáðàçîì, îäíîâðåìåííîå èçìåðåíèå äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè íà
çàáîå ñêâàæèíû äà¼ò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î òðåùèíå ÃÐÏ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà îñíîâûâàåòñÿ íà ìîäåëè ïîðîóïðóãîé
ñðåäû Áèî [1] ñ óñëîâèÿìè íà òðåùèíå, àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçóåìûì â ðàáîòå [2].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî äëèíà è øèðèíà òðåùèíû ôèêñèðîâàíû. Ïîñòðîåíû äâà òî÷-
íûõ ðåøåíèÿ: äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî äëèííîé òðåùèíû è äëÿ ñëó÷àÿ ñêâàæèíû áåç
òðåùèíû. Äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî äëèííîé òðåùèíû ðåøåíèå íàéäåíî â âèäå âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ÿâíî îïðåäåëèòü ôàçîâûé ñäâèã. Â ñëó÷àå ñêâàæèíû áåç
òðåùèíû ñäâèã îïðåäåëåí íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â âèäå
ôóíêöèé Áåññåëÿ. Â ÷èñëåííîì ñ÷¼òå ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó âîëíàìè ðàñõîäà è äàâ-
ëåíèÿ íàéäåí äëÿ òðåùèíû êîíå÷íîé äëèíû. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà
ôàçîâîãî ñäâèãà çàâèñèò îò ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è îò ãåîìåòðèè òðåùè-
íû. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü ïî èçìåðÿåìîìó ôàçîâîìó ñäâèãó ïàðàìåòðû
òðåùèíû, â ÷àñòíîñòè å¼ äëèíó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00610).
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Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è óïðóãîñòè ñ òðåùèíîé âíóòðè îáëàñòè ïðåäïî-
ëàãàþò, êàê ïðàâèëî, ÷òî íàïðÿæåíèå íà áåðåãàõ òðåùèíû ðàâíî íóëþ [1, 2]. Íî
ðàâåíñòâî íóëþ íàïðÿæåíèÿ íà áåðåãàõ òðåùèíû íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ïðî-
íèêíîâåíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû äðóã â äðóãà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íååñòåñòâåííûì ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìåõàíèêè ïðîöåññà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðàáîòàõ ïî òåîðèè òðåùèí ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ íåëèíåéíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà áåðåãàõ òðåùèíû [3, 4].
Óêàçàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâ è îáåñïå÷èâàþò âçàèì-
íîå íåïðîíèêíîâåíèå áåðåãîâ òðåùèíû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè òàêèå ìîäåëè áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíû â ñðàâíåíèè ñ èõ êëàññè÷åñêèìè àíàëîãàìè. Ýòè ìîäåëè äîïóñêà-
þò âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó â âèäå ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà
çàìêíóòîì âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå èñõîäíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ àíàëèçà ïðîáëåì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïîëó÷è-
ëè âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè èññëåäóåìûõ çàäà÷. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îñîáåííî àê-
òóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ, à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ
èññëåäîâàíèé îòðàæåí îïûò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷
ìåõàíèêè, â òîì ÷èñëå çàäà÷ ñ òðåùèíàìè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ òðåùèíîé ñ óñëîâèÿìè íåïðîíèêíî-
âåíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû äðóã â äðóãà èññëåäóåòñÿ ñõåìà äâîéñòâåííîñòè, ïîñòðîåííàÿ
íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ, êàê
ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàëàñü äîñòàòî÷íàÿ ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, êîòî-
ðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ çàäà÷è
òåîðèè óïðóãîñòè ñ òðåùèíîé ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè êðàåâ òðåùèíû
ìîæåò áûòü êàê óãîäíî ïëîõîé, è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìîé.
Íåñìîòðÿ íà óêàçàííóþ ïðîáëåìó, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü è îáîñíîâàòü ñõåìó äâîéñòâåí-
íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, à òàêæå äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî)
äâîéñòâåííîñòè äëÿ èñõîäíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
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ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÀß ÊÎÍÂÅÊÖÈß
ÏÐÈ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÅ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÀÕ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÑËÎß

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñ.Ñ. Âëàñîâà1, Å.Þ. Ïðîñâèðÿêîâ1,2

1Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.

À.Í. Òóïîëåâà � ÊÀÈ
2Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ ÐÀÍ

Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷, ïîñâÿùåííûõ òåîðåòè÷åñêîìó îïèñàíèþ êîíâåêòèâ-
íûõ äâèæåíèé æèäêîñòè, äîâîëüíî ÷àñòî îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè îá èäåàëüíîì
òåïëîîáìåíå íà ãðàíèöàõ ñëîÿ æèäêîñòè. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå èçâåñòíûå
êëàññè÷åñêèå òî÷íûå ðåøåíèÿ åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäà-
íî òåì, ÷òî àâòîðû êëàññîâ òî÷íûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëè óñòàíîâèâøèåñÿ äâèæå-
íèÿ æèäêîñòè. Îäíàêî íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü òåïëîîáìåíîì íà ãðàíèöàõ ïðè èçó÷åíèè
íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ ðåæèìîâ ïðè òå÷åíèè íåèçîòåðìè÷åñêîé æèäêîñòè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå

T = T0 (t, z) + T1 (t, z)x+ T11 (t, z)
x2

2
.

Çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:

P = P0 (t, z) + P1 (t, z)x+ P11 (t, z)
x2

2
.

Ïîäñòàâèâ äàííûå âûðàæåíèÿ â äâóìåðíóþ ñèñòåìó Îáåðáåêà � Áóññèíåñêà, ïîëó-
÷èì ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòåé Vx è Vz. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ òåì-
ïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå òðå-
òüåãî, ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Èçó÷åíèå èçîëèíèé ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ ïîëåé äàæå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé ïðîáëåìîé,
ïîñêîëüêó â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå èçîëèíèé
êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ.

Öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå íåñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, ðàñêëàäûâàÿ êàæ-
äîå ñëàãàåìîå òåìïåðàòóðíîãî èñòî÷íèêà ïî ïîëíîé ñèñòåìå ôóíêöèé, ïîñêîëüêó
ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå áëèçêà ê ñòàöèîíàðíîé. Íà îñíîâå
ðàçëîæåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå íàéäåíî òî÷íîå ðåøå-
íèå. Äàííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì òðåòüåãî ðîäà è îïèñûâàåò
êîíâåêöèþ ïðè êâàäðàòè÷íîì çàêîíå íàãðåâà (îõëàæäåíèÿ) ãðàíèö. Ïðèâîäÿòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêîãî êëàññà çàäà÷. Îáñóæäàþòñÿ äîñòî-
èíñòâà è íåäîñòàòêè êàæäîãî ìåòîäà. Èçó÷åíû òîïîëîãèÿ èçîëèíèé (â ñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå) è ñâîéñòâà àìïëèòóä ðåøåíèé (ïðè íåóñòàíîâèâøåéñÿ êîíâåêöèè).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà �Ïðîåêòíàÿ ÷àñòü ãîñóäàð-
ñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè� (9.1694.2014/Ê)
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ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎ-ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÂËÈßÍÈß ÐÀÇÌÅÐÎÂ ÍÀÍÎÍÑÒÐÓÊÒÓÐ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓ

ÓÄÀÐÍÎ-ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÑÆÀÒÈß

È.Ô. Ãîëîâíåâ1, Å.È. Ãîëîâíåâà1, Ë.À. Ìåðæèåâñêèé2

1Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èçâåñòíî, ÷òî îáû÷íûå ìèêðîñòðóêòóðíûå è íàíîñòðóêòóðíûå ñðåäû ðåçêî îò-
ëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ìåõàíè÷åñêèì, ôèçèêî-õèìè÷åñêèì è òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñâîé-
ñòâàì. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ýòî îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì â ñîîòíîøåíèè êîëè÷å-
ñòâà ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ àòîìîâ. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäî-
âàíèå âëèÿíèÿ ðàçìåðîâ íàíîñòðóêòóð (íàíîêðèñòàëëîâ) íà îñîáåííîñòè ïðîòåêàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàíåå
â íàøèõ ðàáîòàõ [1, 2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè óäàðíîé âîëíû â
íàíîñòðóêòóðå îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà âîçíèêàþò ðîòàöèîííûå ïîëÿ è ïðîèñõîäèò
èíòåíñèâíàÿ ãåíåðàöèÿ äåôåêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â äàííîé ðàáîòå ìå-
òîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ðàçìåðîâ íàíîñòðóêòóð (íàíî-
êðèñòàëëîâ) íà îñîáåííîñòè ïðîöåññà îäíîîñíîãî óäàðíîãî (êðàòêîâðåìåííîãî) ñæà-
òèÿ. Ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû äèíàìè÷åñêîãî (óäàðíî-
âîëíîâîãî) ñæàòèÿ íàíîêðèñòàëëà ìåäè, èìåþùåãî ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà. Íàãðóæåíèå ìîäåëèðîâàëîñü çàäàíèåì êðàòêîâðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
(ñèëû) íà îäíîì èç òîðöîâ öèëèíäðà. Ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñè-
ñòåìà îñòàâàëàñü çàìêíóòîé è èçîëèðîâàííîé. Â ðàñ÷åòàõ âàðüèðîâàëèñü ïîïåðå÷íûå
ðàçìåðû êðèñòàëëà, êîòîðûå îáóñëîâëèâàëè ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ïîâåðõíîñòíûõ
è îáúåìíûõ àòîìîâ. Áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (÷èñëî
êðèñòàëëè÷åñêèõ ÿ÷ååê â íàïðàâëåíèè îñåé YZ): 5õ5, 7õ7, 10õ10. Â íàïðàâëåíèè ñæà-
òèÿ âäîëü îñè X ÷èñëî êðèñòàëëè÷åñêèõ ÿ÷ååê áûëî ôèêñèðîâàííûì è ðàâíûì 50.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð äåôîð-
ìèðîâàíèÿ (äâèæåíèÿ ìåçîîáúåìîâ) â îáëàñòè óäàðíîãî ñæàòèÿ. Ïðîèñõîäèò óìåíü-
øåíèå ðîòàöèîííûõ ñîñòàâëÿþùèõ (èíòåíñèâíîñòè âèõðåé, ìîìåíòîâ èìïóëüñà â âû-
äåëÿåìûõ ïðè àíàëèçå ÿ÷åéêàõ) è îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ðîòàöèîííîé ýíåðãèè âî
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ íàíîêðèñòàëëà. Ñ ðîñòîì ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà òåìïåðàòóðíûé
ñêà÷îê íà ôðîíòå ðîòàöèîííîé âîëíû óìåíüøàåòñÿ è ñãëàæèâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðóêòóðà óäàðíîé âîëíû ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ðàçìåðîâ íàíîêðèñòàëëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00468).
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Î ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÈ ÐÀÇÐÛÂÎÂ
ÏÎ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌÓ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÔÎÍÓ

À.Í. Ãîëóáÿòíèêîâ, Ñ.Ä. Êîâàëåâñêàÿ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ïëîñêîé óäàð-
íîé âîëíû, âûçâàííîé, íàïðèìåð, ïîðøíåì, ïî ïðîèçâîëüíîìó ñòàòè÷åñêîìó ôîíó.
Ãàç ñ÷èòàåòñÿ ñîâåðøåííûì, äâèæåíèå � àäèàáàòè÷åñêèì. Ðàâíîâåñíûé ôîí ìîæåò
áûòü ñîçäàí ãðàâèòàöèîííûì èëè ýëåêòðè÷åñêèì ïîëÿìè, çàâèñÿùèìè îò ìàññîâîé
ïåðåìåííîé. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ è äàâëåíèÿ â ðÿ-
äû Òåéëîðà ïî óäàðíîé ïåðåìåííîé, ðàâíîé ðàçíîñòè òåêóùåãî âðåìåíè è âðåìåíè
ïðèõîäà óäàðíîé âîëíû ê äàííîìó çíà÷åíèþ ìàññû, ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè
îò ýòîé æå ìàññîâîé ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå âñå êîýôôèöèåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íî îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû ïî
ìàññå, íà÷àëüíîãî ôîíà è èõ ïðîèçâîäíûõ. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ îòûñêàíèå êîýôôè-
öèåíòîâ ðÿäà äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû ïî ìàññå ÷åðåç çàäàííûå êîýô-
ôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ïî âðåìåíè. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîöåäóðû.

Êàê ïîêàçûâàþò òî÷íûå ðåøåíèÿ (Ãîëóáÿòíèêîâ À.Í., Êîâàëåâñêàÿ Ñ.Ä.), óäàð-
íàÿ âîëíà ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü êàê ïðè êîíå÷íîé ìàññå, òàê è çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ. Ýòî îñâîáîæäàåò, â êàêîé-òî ñòåïåíè, îò íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ
ñõîäèìîñòè ðÿäà äëÿ çàêîíà äâèæåíèÿ, íî òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ òàêîãî àíàëèçà äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Âîïðîñ ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðåïÿòñòâèåì ê ïîñòðîåíèþ òàêèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ñëóæèò îáðàùåíèå â íóëü
çíàìåíàòåëåé ôîðìóë, êîãäà ìû èìååì äåëî ñî ñëàáûì ðàçðûâîì (ñêîðîñòü ãàçà íà
óäàðíîé âîëíå ðàâíà íóëþ). Ðåøåíèå ïåðåñòðàèâàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óñêîðåíèÿ
ãàçà íà óäàðíîé âîëíå ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ðèê-
êàòè äëÿ ìàññû, êîòîðîå ÿâíî ðåøàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé
ïî íà÷àëüíîìó óñêîðåíèþ ïîðøíÿ. Âñå ïîñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè ëèíåéíû. Åñëè
íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ïîðøíÿ äîñòàòî÷íî âåëèêî, ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäèò îïðîêèäû-
âàíèå ñëàáîãî ðàçðûâà. Äëÿ ñëàáûõ ðàçðûâîâ âñåõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, êîãäà óñêîðå-
íèå ãàçà íà óäàðíîé âîëíå (âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñêîðåíèåì ïîðøíÿ) ðàâíî íóëþ,
îñòàþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðîêèäûâàíèÿ íåò.

Èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîé óäàðíîé âîëíû, ñâÿçàííîå ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì
ïåðåõîäîì ê ñëàáîìó ðàçðûâó, ñâîäèòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó ïîëó÷åííûõ
îáùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó � íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïîðøíÿ. Ïðî-
èçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè â ñèëó íàëè÷èÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ÷ëåíîâ
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îêàçûâàþòñÿ óæå íå ìàëûìè è â ïðåäåëå óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì âûøå äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïî ìàññîâîé ïåðåìåííîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 14-01-00056 è 15-01-00361).

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÃÀÇÎÂÎÉ ÏÎËÎÑÒÈ Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ
ÍÅÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÕ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÅÉ

Ð.Í. Ãîëûõ

Áèéñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò ÀëòÃÒÓ

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àíèçîòðîïíûå íåíüþòîíîâñêèå æèäêîñòè ïîëó÷àþò âñ¼
áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïî-
ñòîÿííî âîçðàñòàþùèå òðåáîâàíèÿ ê ïîëèìåðíûì êîìïîçèöèîííûì ìàòåðèàëàì (ïî
èõ ïðî÷íîñòè ïîñëå îòâåðäåâàíèÿ), ëàêîêðàñî÷íûì ìàòåðèàëàì (ïî êîððîçèîííîé
ñòîéêîñòè) è ìíîãèì äðóãèì ïîäêëàññàì àíèçîòðîïíûõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé
îáóñëàâëèâàþò íåîáõîäèìîñòü ìîäèôèêàöèè èõ ôèçèêî-õèìè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè óñòàíîâëåíî [1, 2], ÷òî îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõî-
äîâ ê èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû òàêèõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ êàâèòàöèîííîå âîçäåéñòâèå (ñîçäà-
âàåìîå àêóñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè, ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ðàçðåæåíèåì è ò. ä.). Äëÿ
ïîäáîðà ðåæèìîâ êàâèòàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ, à òàêæå ïîíèìàíèÿ õàðàêòåðà èç-
ìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ àíèçîòðîïíûõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé íåîáõîäèìî
èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â ñðåäàõ äàííîãî òèïà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðîì ïðåäëîæåíà ìîäåëü äèíàìèêè ãàçîâîé ïîëîñòè â æèäêî-
ñòè, ó÷èòûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè íå òîëüêî îò ìîäóëÿ, íî è îò íàïðàâëåíèÿ
ñêîðîñòè ñäâèãà. Ýòà çàâèñèìîñòü, îáóñëîâëåííàÿ, êàê ïðàâèëî, íàëè÷èåì îïðåäåë¼í-
íîé îðèåíòàöèè ìîëåêóëÿðíûõ öåïî÷åê, ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ ôîðìû ïîëîñòè îò
ñôåðè÷åñêîé. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñèë âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé â àíèçîòðîïíîé íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ, íà-
ïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ñäâèãà è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêðîìîëåêóë ïî îðèåíòàöèè
è ðàçìåðàì íà îñíîâàíèè âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Çàòåì àíàëèçèðó-
åòñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè, îáòåêàþùåé ãàçîâóþ ïîëîñòü, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è
àìïëèòóäû àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî â íåé.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñëóæèò îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû êàâèòàöèîííîãî
ïóçûðüêà è õàðàêòåðèñòèê óäàðíîé âîëíû â àíèçîòðîïíîé íåíüþòîíîâñêîé ñðåäå.
Ýòî â äàëüíåéøåé ïåðñïåêòèâå äàñò âîçìîæíîñòü ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçäåéñòâèå êà-
âèòàöèè íà ìîëåêóëÿðíóþ ñòðóêòóðó è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ íåíüþ-
òîíîâñêèõ æèäêîñòåé è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïîäîáðàòü ðåæèìû âîçäåéñòâèÿ, îáåñïå-
÷èâàþùèå äîñòèæåíèå òðåáóåìûõ ñâîéñòâ òàêèõ ñðåä.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-08-01298).
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Ïîëó÷åí ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò [1], [2] î õàðàêòåðå çàòóõàíèÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî ñïåêòðà òóðáóëåíòíîñòè, äîïîëíÿþùèé çàêîí Êîëìîãîðîâà −5/3. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðîöåññ ïðîõîäèò â ðåæèìå ñ îáîñòðåíèåì � âîçáóæäåíèå ýíåðãèè òóðáóëåíòíî-
ñòè ïî âñåì âîëíîâûì ìîäàì k ñïåêòðà E(k, t) ïðîèñõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ t = t∗ ñ
ôîðìèðîâàíèåì ïðîìåæóòî÷íîé àñèìïòîòèêè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àíîìàëüíî-
ãî ïîêàçàòåëÿ x∗ çàòóõàíèÿ ñïåêòðà E(k, t∗) ∼ Ck−x∗

, k → ∞, êîòîðûé íàõîäèòüñÿ â
èíòåðâàëå x2 > x∗ > 5/3, ãäå 5/3 � êîëìîãîðîâñêèé ïîêàçàòåëü ñïåêòðà, à x2 ≈ 1.95.
Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ x2 ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ ñïåêòðà ïðè
áèôóðêàöèè Õîïôà. Çíà÷åíèå x∗ ≈ 1.856 áûëî ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ â ðàáîòå [3]. Ôîðìèðîâàíèå àíîìàëüíîãî ñïåêòðà ýíåðãèè òóðáóëåíò-
íîñòè, ò.å. ïåðåõîäíîãî ðåæèìà çàòóõàíèÿ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè, ðàíåå íàáëþäà-
ëîñü ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè â ðàìêàõ ñïåêòðàëüíûõ
óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû
ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè Ëåéòà [4], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì ñïåêòðàëüíûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ñ íàñëåäîâàíèåì ñâîéñòâà êîíå÷íîé
¼ìêîñòè ýíåðãèè (ñì. äèñêóññèþ â [3]). Ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà íàõîäèëàñü êàê
ðåøåíèå àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 2-ãî ðîäà, ãäå ïîêàçàòåëü x∗

îïðåäåëÿëñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñõîäèìîñòü ê ïîëó÷åííîìó àâòîìîäåëü-
íîìó ðåøåíèþ çà êîíå÷íîå âðåìÿ t = t∗ äîêàçûâàëàñü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî
âîçìóùåíèÿ ñïåêòðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Äîïîëíèòåëüíî áûëè ïîëó÷åíû íî-
âûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè íåëèíåéíûõ âûðîæäàþùèõñÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Grebenev V.N., Nazarenko S.V., Medvedev S. B., Schwab I.V. Chirkunov Yu.A. Self-
similar solution in the Leith model of turbulence: Anomalous power law and asymptotic
analysis. In: Highlights. A collection of outstanding research published in 2014. Fluid
and plasma theory. Special Issue J. Phys. A: Mathematical and Theoretical. 2015. P.40.



Ãðèãîðüåâ Þ.Í., Åðøîâ È.Â. 43

2. Grebenev V.N., Nazarenko S.V., Medvedev S.B., Schwab I.V., Chirkunov Yu.A. Self-
similar solution in the Leith model of turbulence: Anomalous power law and asymptotic
analysis. J. Phys. A: Mathematical and Theoretical. 2014. V. 47. N. 2. P. 025401�
025509.

3. Connaughton C., Nazarenko S.V. Warm cascade and anomalous scaling in a di�usion
model of turbulence. Phys. Rev. Letters. 2004. V. 92. N. 4. P. 044501�506.

4. Leith C. Di�usion Approximation to Inertial Energy Transfer in Isotropic Turbulence.
Phys. Fluids. 1967. V. 10. P. 1409�1425.
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Äëÿ ñâåðõçâóêîâîãî ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà êîëåáàòåëüíî-âîçáóæäåííîãî ãàçà
ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè. Èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñëóæèëè óðàâíåíèÿ äâóõòåìïåðàòóðíîé
âÿçêîé ãàçîâîé äèíàìèêè, èç êîòîðûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè ïîëó-
÷åíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû âîñüìîãî ïîðÿäêà.

Åäèíûå äëÿ âñåõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû âûïîëíÿëèñü ïî
êëàññè÷åñêîé ñõåìå, âïåðâûå èñïîëüçîâàííîé â èçâåñòíîé ðàáîòå [1]. Äâà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ �íåâÿçêèõ� ðåøåíèÿ ïðè Re → ∞ áûëè ïîñòðîåíû ìåòîäîì Ôðîáåíè-
óñà íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ. Äëÿ
�âÿçêèõ� ðåøåíèé ñèñòåìà ïîñëå ðÿäà óïðîùåíèé, ïîçâîëèâøèõ îòùåïèòü óðàâíå-
íèå Ëàíäàó � Òåëëåðà, áûëà ïðèâåäåíà ê ñèñòåìå Äàíà � Ëèíÿ øåñòîãî ïîðÿäêà
[1]. Âõîäÿùèå â íåå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè è ñòàòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðû ïðåîáðàçîâûâàëèñü ê óðàâíåíèÿì Ýéðè. Â ðåçóëüòàòå �âÿçêèå� ðåøåíèÿ
áûëè ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç îáîáùåííûå ôóíêöèè Ýéðè íóëåâîãî, ïåðâîãî è âòîðîãî ïî-
ðÿäêîâ. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà ñ äâóìÿ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî â ðàìêàõ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ðàíåå
íå èññëåäîâàëàñü äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà. Ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå áûëî
ïîëó÷åíî ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé �âÿçêèõ� ðåøåíèé. Èñïîëüçî-
âàíèå ôóíêöèé Ýéðè ïîçâîëèëî âûðàçèòü �âÿçêóþ� ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ
Òèòüåíñà è åå ïðîèçâîäíóþ [1].

Àëãåáðàè÷åñêîå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàá-
ëèö äëÿ ôóíêöèè Òèòüåíñà è åå ïðîèçâîäíîé [2]. Äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà çà ïðåäå-
ëàìè òàáëèö èñïîëüçîâàëàñü àñèìïòîòèêà �âÿçêîé� ÷àñòè. Ðàññ÷èòàííûå òàêèì îáðà-
çîì êðèâûå íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì âîçáóæäåíèÿ
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êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà âîçðàñòàåò, à íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ ñìåùàåòñÿ â îá-
ëàñòü áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ýòà òåíäåíöèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå ïîëó÷åííûì
àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà â ïðåäåëå M ≤ 4
è ìàëûõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ ñêîðîñòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00274à).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Â ÓÏÐÓÃÎÌ ÒÐÎÉÍÈÊÅ
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À.À. Òóëóïîâ1,3, À.À. Ñàâåëîâ3, À. Å. Àêóëîâ4, Ì.Ï. Ìîøêèí1,4, À. Â. Áîéêî5,

À.Ë. Êðèâîøàïêèí6, Ê.Þ. Îðëîâ6

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3Èíñòèòóò �Ìåæäóíàðîäíûé òîìîãðàôè÷åñêèé öåíòð� ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
4Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò öèòîëîãèè è ãåíåòèêè

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
5Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
6ÍÍÈÈ ïàòîëîãèè êðîâîîáðàùåíèÿ èì. àê. Å. Í. Ìåøàëêèíà, Íîâîñèáèðñê

Â äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ëàáîðàòîðíîìó è ÷èñëåííîìó ìîäåëèðî-
âàíèþ öåðåáðàëüíîé ãåìîäèíàìèêè ÷åëîâåêà.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììèðóåìîãî íàñîñà
CompuFlow 1000 MR, ïîçâîëÿþùåãî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíóþ çàâèñèìîñòü ðàñõîäà
îò âðåìåíè. Èçó÷àëèñü õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ â ìîäåëè áèôóðêàöèè ñîííîé àðòå-
ðèè, âûïîëíåííîé â óïðóãîì ñèëèêîíîâîì áëîêå, ìîäåëèðóþùåì âíåøíåå îêðóæå-
íèå êðîâåíîñíîãî ñîñóäà. Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëàñü ñìåñü âîäû
è ãëèöåðèíà, ïîäîáíàÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì êðîâè. Èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ
ïîòîêà ïðè ðàçëè÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äàò÷èêîì
ComboWire â êîìïëåêòå ñ ïðèáîðîì ComboMap (ÍÍÈÈÏÊ).

Âèçóàëèçàöèÿ ïîòîêîâ è èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè è ðàñõîäà ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ
òå÷åíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü â ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíûõ òîìîãðàôàõ Philips Intera Achieva
ñ ñèëîé ïîëÿ 1.5 Ò (ÌÒÖ ÑÎ ÐÀÍ) è Bruker BioSpec 117/16 USR ñ ñèëîé ïîëÿ 11.7 Ò
(ÔÖ ÈÖèÃ ÑÎ ÐÀÍ).
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Ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ êîìïüþòåðíîãî 3D-
ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ANSYS/CFX â èíôîðìàöè-
îííîì âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÍÃÓ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00036) â ÷àñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
ýêñïåðèìåíòîâ â ÍÍÈÈÏÊ. Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ â ÌÐ ñêàíåðàõ ÌÒÖ è ÈÖèÃ
îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä ïðîåêòà 14-35-
00020).

Î ÔÀÇÎÂÎÌ ÑÄÂÈÃÅ Â ÀÍÇÀÖÅ ÊÓÇÌÀÊÀ � ÓÈÇÅÌÀ
ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÂÎËÍ

Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ 1,2, Ä.Ñ. Ìèíåíêîâ 1

1Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, Ìîñêâà
2Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò

Àíçàöåì Êóçìàêà � Óèçåìà â îäíîôàçîâîé ñèòóàöèè íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ñïåöèàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ìíîãèõ âàæíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
âèäå X(S(x, t)/h+ϕ(x, t), I(x, t), x, t)+O(h), ãäå ôàçà S(x, t), àíàëîã íåëèíåéíîé àì-
ïëèòóäû I(x, t) è ôàçîâûé ñäâèã ϕ(x, t) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè, à h �
ìàëûé ïàðàìåòð. Äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ óðàâíåíèé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà, ñèíóñ-Ãîðäîíà) ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðâîìó àðãó-
ìåíòó y ôóíêöèÿ X(y, x, t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîýòîìó ÷à-
ñòî ñ àíçàöåì Êóçìàêà � Óèçåìà ñâÿçûâàþò �èñêàæåííûå êíîèäàëüíûå âîëíû�. Ôàçà
S(x, t) è íåëèíåéíàÿ àìïëèòóäà I(x, t) íàõîäÿòñÿ èç ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå îñðåä-
íåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Óèçåìà. Óðàâíåíèå äëÿ ôàçîâîãî ñäâèãà ïîëó÷àåòñÿ ïðè
èçó÷åíèè âòîðîé ïîïðàâêè ê ãëàâíîìó ÷ëåíó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì
ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîïðàâêè íåðàâíîìåðíà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåõîäó ê âîëíàì ñ
ìàëîé àìïëèòóäîé. Íàøå íàáëþäåíèå, ïî-ñóùåñòâó, âûòåêàþùåå èç ðàáîò Ð. Õàáåð-
ìàíà è åãî ñîàâòîðîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âêëþ÷åíèå ôàçîâîãî ñäâèãà â ôàçó è çàìåíà
S → S̃ = S+hϕ+O(h2), I → Ĩ = I + I1h+O(h

2) íà �íîâûå ïîäïðàâëåííûå ôóíêöèè�
S̃, Ĩ, ïðèâîäèò ê òîé æå ñèñòåìå Óèçåìà, ÷òî è äëÿ S è I, ïðè ýòîì íóæíî ïîäïðàâèòü
íà÷àëüíûå äàííûå â çàäà÷å Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëíîñòüþ îïèñàòü ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ôîðìå
Êóçìàêà � Óèçåìà, ïðè ýòîì òàêîå îïèñàíèå îêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðè ïåðåõîäå
èç îáëàñòè ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè â îáëàñòü ñëàáîé íåëèíåéíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðîâ ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà è óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîíà.
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ÄËÈÍÍÛÕ ÂÎËÍ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÕ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÌ

ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÌ

C.Þ. Äîáðîõîòîâ1,2, Ä. Ñ. Ìèíåíêîâ1, Â. Å. Íàçàéêèíñêèé1,2, Á. Òèðîööè3
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Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü
3CINFAI è Ëàáîðàòîðèÿ Enea Frascati, Ðèì, Èòàëèÿ

Å.Í. Ïåëèíîâñêèé è Ð.Õ. Ìàçîâà [1] ïðåäëîæèëè ìåòîä ðàñ÷åòà çàïëåñêà äëèííûõ
âîëí (â ÷àñòíîñòè, âîëí öóíàìè), îïèñûâàåìûõ îäíîìåðíûìè íåëèíåéíûìè óðàâíå-
íèÿìè ìåëêîé âîäû íàä ëèíåéíûì äíîì D(x) = cx, íà îñíîâå èçâåñòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, ïîñòðîåííîãî Êýððèåðîì è Ãðèíñïåíîì. Ñîîáðàæåíèÿ èç [1] è ïðåîáðàçîâàíèå
Êýððèåðà � Ãðèíñïåíà èñïîëüçîâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â [2, 3].

Ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ âîëí, îïèñûâàåìûõ äâóìåðíîé íåëè-
íåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû è ïîðîæäàåìûõ ëîêàëèçîâàííûì (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì áàññåéíà) èñòî÷íèêîì. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ìîäè-
ôèöèðîâàííîãî êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà [4] ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è [5], äëÿ ÷åãî â îêðåñòíîñòè áåðåãîâîé ëèíèè, ðàññìàòðèâà-
åìîé êàê êàóñòèêà ñïåöèàëüíîãî òèïà, ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû è èñïîëüçóþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ôîðìóëû Ôîêà êâàíòîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òîáû çàïèñàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè áåðåãà ñ ïî-
ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Õàíêåëÿ. Çàòåì ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ ðàçíûõ ìàñøòàáîâ
âîëíîâîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè áåðåãîâîé ëèíèè �íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè�
ïðèìåíÿåòñÿ îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Êýððèåðà � Ãðèíñïåíà, ÷òî äàåò ôîðìóëû
äëÿ íåëèíåéíîé âîëíû â îêðåñòíîñòè áåðåãîâîé ëèíèè è, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèå
ôîðìóëû äëÿ çàïëåñêà âîëíû â ñëó÷àå èñòî÷íèêîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00521) è ïðîåêòà RITMARE, CINFAI (Italy).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÓÄÀÐÍÎÉ
ÈÎÍÍÎÉ ÂÎËÍÛ Â ÁÅÑÑÒÎËÊÍÎÂÈÒÅËÜÍÎÉ ÏËÀÇÌÅ

À.À. Åôèìîâà1, Ã.È. Äóäíèêîâà2, Â.À. Âøèâêîâ1,3

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûé òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäîâàíû ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ áåñ-
ñòîëêíîâèòåëüíîé èîííî-çâóêîâîé óäàðíîé âîëíû (ÓÂ) â ïëàçìå äëÿ øèðîêîãî äèà-
ïàçîíà ÷èñåë Ìàõà, èìåþùèå âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ôèçèêè ïëàçìû è àñòðîôèçèêè.
Ðàññìîòðåíû äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ãåíåðàöèè ÓÂ: 1) îòðàæåíèå âõîäÿùåãî ïîòîêà
ïëàçìû îò ïðîâîäÿùåé ãðàíèöû; 2) ðàñïàä ðàçðûâà ïëîòíîñòè ïëàçìû. Èñïîëüçó-
åìûå îäíîìåðíûå ìîäåëè îñíîâàíû íà êèíåòè÷åñêîì îïèñàíèè èîííîé êîìïîíåíòû
ïëàçìû è èñïîëüçîâàíèè áîëüöìàíîâñêîé èëè àäèàáàòè÷åñêîé ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Óðàâíåíèå Âëàñîâà ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ÷àñòèö â
ÿ÷åéêàõ. Íàéäåíà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè è êîëè÷åñòâà óñêîðåííûõ èîíîâ îò ñêîðîñòè
è àìïëèòóäû óäàðíîé âîëíû, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ òåîðå-
òè÷åñêèìè îöåíêàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 16-31-00304, 16-01-00209).

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊËÅÉÍÀ � ÃÎÐÄÎÍÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÅÃÎ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÎËÜÖÀ ËÈ

À.Â. Æèáåð1, Ñ.Í. Êàìàåâà2

1Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÓÍÖ ÐÀÍ, Óôà
2Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òî÷íûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà

uxy = eu + e−u, (1)

òàê íàçûâàåìûå ñîëèòîíû (ñì., íàïðèìåð [1],[2]).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òî÷-

íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) íà îñíîâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîëüöà Ëè. Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå êîëüöî À óðàâíåíèÿ (1) ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè

X1 =
∂

∂y
+ ū1

∂

∂u
+ f

∂

∂u1
+D(f)

∂

∂u2
+ . . . , X2 =

∂

∂ū1
.
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Çäåñü ū1 = uy, u1 = ux, u2 = uxx,. . . , f = eu + e−u, à D � îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé x. Ïóñòü Ln � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êîììóòàòîðîâ,
îáðàçóþùèõ äëèíû n−1 , n = 2, 3, . . . . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå êîëüöî Ëè À ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

A = Ln +
∞∑
i=2

Li, Ln =
n∑

i=2

Li.

Ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû êîëüöà Ëè À ïðèâåäåíî â [3].
Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) N -ãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò, åñëè íà ïðîñòðàíñòâî

L2N íàëîæèòü óñëîâèå dimL2N = dimL2N−1 + 1. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé N = 3.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

u1u4 − u2u3 − u1
3u2 = 0, ëèáî u2u5 − u3u4 − 3u1u2

3 = 0. (2)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-11-20007).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Çàõàðîâ Â.Å., Ìàíàêîâ Ñ.Â., Íîâèêîâ Ñ.Ï., Ïèòàåâñêèé Ë.Ï. Òåîðèÿ ñîëèòîíîâ:
Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîä ðåä. Ñ.Ï. Íîâèêîâà. Ì.: Íàóêà, 1980.

2. Òàõòàíæÿí Ë.À., Ôàääååâ Ë.Ä. Ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä â òåîðèè ñîëèòîíîâ. Ì.:
Íàóêà, 1986.

3. Æèáåð À.Â., Ìóðòàçèíà Ð.Ä., Õàáèáóëëèí È.Ò., Øàáàò À.Á. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå êîëüöà Ëè è íåëèíåéíûå èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ. Ìîñêâà � Èæåâñê:
Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2012.

ÂËÈßÍÈÅ ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÍÀ
ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÊÐÛËÎÂÛÕ

ÏÐÎÔÈËÅÉ ÏÐÈ ÒÐÀÍÑÇÂÓÊÎÂÎÌ ÎÁÒÅÊÀÍÈÈ

Â.Ï. Çàìóðàåâ1,2, À.Ï. Êàëèíèíà1,2

1Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðîôèëÿ ïðè òðàíñçâó-
êîâîì îáòåêàíèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü
ýòî íåîáõîäèìî äëÿ èçó÷åíèÿ áàôòèíãà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èíòåðåñ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ êàê ñðåäñòâî óïðàâëåíèÿ îá-
òåêàíèåì. Òðàíñçâóêîâîå îáòåêàíèå êðûëîâîãî ïðîôèëÿ áåç êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëèðîâàíèå âÿçêèõ è òåïëî-
âûõ ÿâëåíèé, ôèçè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ [1]. Ââåäåíèå
êîëåáàíèé â ïîñòàíîâêó çàäà÷è çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
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çàäà÷è. Â ðàáîòå èññëåäîâàíèå òðàíñçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ðåøå-
íèÿ äâóìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ïðè êîëåáàíèè ó÷àñòêà ïîâåðõ-
íîñòè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîçâîëÿåò îöåíèòü âñå ýôôåêòû ïî ìàêñèìóìó, òàê
êàê ó÷åò äèññèïàòèâíûõ ÿâëåíèé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âîçäåéñòâèÿ êîëåáàíèé íà
ïîòîê. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîëåáàíèé ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè íà îäíîé
èç ñòîðîí êðûëîâîãî ïðîôèëÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïå-
ðèîäà ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî âëèÿíèå
ïåðèîäà ∆t íà îñðåäíåííûå ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòû âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Cx

(êðèâàÿ 1) è ïîäúåìíîé ñèëû ïðîôèëÿ Cy (êðèâàÿ 2) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ àìïëè-
òóäû ñêîðîñòè, ðàâíîì ïðèìåðíî 1.26 îò ñêîðîñòè çâóêà íàáåãàþùåãî ïîòîêà (ïðîèç-
âåäåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó ïîñòîÿííî è ñîñòàâëÿåò 0.2). Âèáðèðóþùèé
ó÷àñòîê ðàñïîëîæåí ïåðåä íåâîçìóùåííûì ïîëîæåíèåì çàìûêàþùåãî ñêà÷êà.

Â çàâèñèìîñòè Cy îò ∆t ïîëó÷åíû ýêñòðåìóìû: ìàêñèìóì ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ
êîëåáàíèÿõ è ìèíèìóì ïðè ïåðåõîäå ê èìïóëüñíî-ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅ ÂÎËÍ ÄÀÂËÅÍÈß
ÎÒ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ ÝÍÅÐÃÈÈ È ÂÒÅÊÀÞÙÅÉ ÑÒÐÓÈ

ÍÀ ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ Â ÊÀÍÀËÅ

Â.Ï. Çàìóðàåâ, À.Ï. Êàëèíèíà

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ. À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ñíèæåíèÿ ïîòåðü ïîëíîãî äàâëåíèÿ â âûñîêîñêîðîñòíûõ ÏÂÐÄ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå òîðìîæåíèå ïîòîêà äî îêîëîçâóêîâûõ ñêîðîñòåé [1]. Â äî-
êëàäå ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ îêîëîçâó-
êîâîé îáëàñòè â êàíàëå ñ ïîìîùüþ ñòðóè è ïðèñòåíî÷íîãî ýíåðãîïîäâîäà. Êàíàë
ñîñòîèò èç ñîïëà ñî ñêîðîñòüþ çâóêà íà âõîäå, ñåêöèè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ, â êî-
òîðóþ âòåêàåò ñòðóÿ è îñóùåñòâëÿåòñÿ èìïóëüñíî-ïåðèîäè÷åñêèé ïîäâîä ýíåðãèè
(÷èñëî Ìàõà ðàâíî M = 2), è ðàñøèðÿþùåãîñÿ ó÷àñòêà, çàâåðøàþùåãîñÿ ñåêöè-
åé ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ. Ðåøàþòñÿ äâóìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.
Ñòðóÿ ïîäàåòñÿ èç ãàçîãåíåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì è òåìïåðàòóðîé, ðàâíîé
åå çíà÷åíèþ íà âõîäå â êàíàë. Èñêîìûé ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ
ìåõàíèçìó îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî äàâëåíèþ: êîãäà èñòî÷íèêè ýíåðãèè ïî-
âûøàþò äàâëåíèå, ïåðåïàä äàâëåíèé ìåæäó ãàçîãåíåðàòîðîì è êàíàëîì ñíèæàåòñÿ,
ðàñõîä ãàçà â ñòðóå óìåíüøàåòñÿ. Ôîðìèðîâàíèå ðåæèìà ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (1 �
êîîðäèíàòà ôðîíòà óäàðíîé âîëíû xsh, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ââåðõ ïî ïîòîêó; 2 è
3 � êîîðäèíàòû ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ íà ñòåíêàõ îò ñòðóè ïðè îòñóòñòâèè èñòî÷íè-
êîâ ýíåðãèè, 4 � ãðàíèöà èñòî÷íèêà ýíåðãèè). Ôðîíò ñìåùàåòñÿ ââåðõ ïî ïîòîêó,
íî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ â ñåêöèè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî çà ôðîíòîì
ñêîðîñòü ïîòîêà íåñêîëüêî íèæå çâóêîâîé áëàãîäàðÿ ýôôåêòó äðîññåëÿ, êîòîðûé ñî-
çäàþò ïðèïîâåðõíîñòíûå èñòî÷íèêè è ñòðóÿ, íèæå èõ äîçâóêîâîé ïîòîê óñêîðÿåòñÿ
äî çíà÷åíèé, íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ñêîðîñòü çâóêà.

Ýòî ñîçäàåò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîäâîäà è ãîðåíèÿ òîïëèâà â
ðàñøèðÿþùåéñÿ ñåêöèè êàíàëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ III.22.6.2. (� 01201351870) è ïðè ôè-
íàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðî-
åêòà 14-08-00820).
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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âèçóàëèçàöèè ïðèñòåí-
íûõ òå÷åíèé, âîçíèêàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè ìîäåëåé êðûëüåâ ïðè îáòåêàíèè äîçâó-
êîâûì ïîòîêîì âîçäóõà ñ ïîâûøåííûì óðîâíåì òóðáóëåíòíîñòè. Âûñîêèé óðîâåíü
âîçìóùåíèé íàáåãàþùåãî ïîòîêà îáåñïå÷èâàëñÿ ñ ïîìîùüþ òóðáóëèçèðóþùèõ ñå-
òîê, óñòàíàâëèâàâøèõñÿ â íà÷àëå ðàáî÷åé ÷àñòè êàæäîé èç äâóõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ
òðóá, â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ áûëà âèçóàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ �ñàæå-ìàñëÿíîé� ïëåíêè. Êðîìå òîãî, ïðîâî-
äèëèñü òåðìîàíåìîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ õàðàêòåðà òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå
íà ïîâåðõíîñòè îáòåêàåìûõ òåë è â íàáåãàþùåì ïîòîêå. Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àëàñü
â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ âèõðåâûõ êàðòèí òå-
÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåé òóðáóëåíòíîñòè. Òàêæå èçó÷àëîñü, êàê
èçìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû âîëí íåóñòîé÷èâîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè ëàìèíàðíî-
òóðáóëåíòíîì ïåðåõîäå.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â äîçâóêîâûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ ïðè ìàëûõ
ñêîðîñòÿõ âîçäóøíîãî ïîòîêà äî 30 ì/ñåê. Èññëåäîâàëîñü îáòåêàíèå ìîäåëåé ïðÿìî-
óãîëüíûõ êðûëüåâ, óñòàíàâëèâàâøèõñÿ ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè àòàêè. Â çàâèñèìî-
ñòè îò âåëè÷èíû óãëà àòàêè, íà ïîâåðõíîñòè êðûëà ðåàëèçîâûâàëèñü òðè îñíîâíûõ
âèäà òå÷åíèÿ: ëîêàëüíûé îòðûâíîé ïóçûðü â âèäå óçêîé ïîëîñû âäîëü ðàçìàõà êðû-
ëà, îòðûâ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â çàäíåé ÷àñòè êðûëà è ñðûâ ñ ïåðåäíåé
êðîìêè, ïðè êîòîðîì îáëàñòü îòðûâà çàíèìàëà âñþ ïîâåðõíîñòü êðûëà.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âî âñåõ ýòèõ òðåõ âàðèàíòàõ îáòåêàíèÿ óâåëè÷åíèå
ñòåïåíè òóðáóëåíòíîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàç-
âèòèå âîçìóùåíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è íà îáðàçîâàíèå âèõðåâûõ ñòðóêòóð íàä
ïîâåðõíîñòüþ êðûëà [1, 2]. Ïðè ìàëûõ óãëàõ àòàêè èçìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû ïàêåòà
âîëí íåóñòîé÷èâîñòè, ðàçâèâàþùåãîñÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïåðåä ëîêàëüíûì îòðûâ-
íûì ïóçûðåì. Ïðè îòðûâå òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ïðè ñðûâå èçìåíÿþò-
ñÿ ôîðìà è ðàçìåð êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåé, ñóùåñòâóþùèõ â îáëàñòÿõ îòðûâà.
Ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì íåîáðàòèìîå óñòðàíåíèå ñðûâà, êîãäà ïîòîê îñòàåòñÿ ïðèñî-
åäèíåííûì ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè
êðûëà ïîÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûå âèõðåâûå ñòðóêòóðû.
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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû âûñòóïàåò íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå
óðàâíåíèå (¾the porous medium equation¿ [1])

ut = uuρρ +
1

σ
u2ρ +

ν

ρ
uuρ, ν ∈ {0, 1, 2}, σ ∈ R>0, (1)

ãäå u
def
= u(t, ρ) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, t ∈ R>0 � ïåðåìåííàÿ âðåìåíè, ρ ∈ R>0 � ïðî-

ñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Äàííîå óðàâíåíèå îáëàäàåò øèðîêèì ñïåêòðîì ïðèëî-
æåíèé. Èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ ñëåäóåò îòìåòèòü îïèñàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
òåïëà íà ïðÿìîé (ν = 0), ïëîñêîñòè (ν = 1) è â ïðîñòðàíñòâå (ν = 2) ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ïåðåìåííàÿ ρ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå
îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèõ âèä òåï-
ëîâîé âîëíû, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íóëåâîìó ôîíó ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.
Òåïëîâûå âîëíû ÿâëÿþò ñîáîé âàæíûé è èíòåðåñíûé ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
êëàññ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì òàêèõ ðåøåíèé ñëóæèò ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòåé u = φ(τ, ρ) > 0 (âîçìóùåííîå ðåøåíèå) è u ≡ 0 (íóëåâîé ôîí),
íåïðåðûâíî ñîñòûêîâàííûõ âäîëü íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé êðèâîé ρ = f(t)
(ôðîíò òåïëîâîé âîëíû).

Àâòîðàìè èññëåäîâàëèñü äâå êðàåâûå çàäà÷è ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîðîæäàþùèå
ðåøåíèÿ òèïà òåïëîâîé âîëíû óðàâíåíèÿ (1): çàäà÷à À.Ä. Ñàõàðîâà îá èíèöèèðî-
âàíèè òåïëîâîé âîëíû è �îáðàòíàÿ� çàäà÷à, êîãäà çàäàåòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ ôðîíòà
òåïëîâîé âîëíû [2]. Äëÿ ïåðâîé èç íèõ ïóòåì ïåðåõîäà ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çà-
äà÷å Êîøè áûëè ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ â êëàññå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âî
âòîðîé çàäà÷å íàéäåí êëàññ äîïóñòèìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1), â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîñòðîåíû íîâûå îáîáùåííî-àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé ðåäóöèðóåòñÿ ê êëàññó çàäà÷ Êîøè
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äëÿ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ ïðè
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, ãàðàíòèðóþùàÿ ëîêàëüíóþ ðàçðå-
øèìîñòü óêàçàííûõ çàäà÷ â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû îöåíêè îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 16-01-00608, 16-31-00291).
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Ââîäèòñÿ àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ìîäóëü äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé ýòîé àëãåáðû è ìîäóëü ïôàôôîâûõ ôîðì. Ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé çàäàþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè íà ïðîñòðàíñòâå äæåòîâ. Ðàçâè-
âàåòñÿ òåõíèêà èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ïîõîæàÿ íà
ìåòîä Ðèêüå è òåîðèþ áàçèñîâ Ãðåáíåðà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîâìåñòíûå ñèñòåìû,
ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïîðîæäàþò ëîêàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå áåñêîíå÷íûõ äæåòîâ. Îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðèè ñèñòåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì
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Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Èçâåñòíî, ÷òî äåôîðìàöèÿ ïîëîñòåé â æèäêîñòè ÷àñòî âûçûâàåò îáðàçîâàíèå êó-
ìóëÿòèâíûõ ñòðóé [1]. Îñóùåñòâëåíî ìîäåëèðîâàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ â ðàìêàõ ìîäå-
ëè ïëîñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîñòü èìååò ïîñòóïàòåëüíóþ ñêîðîñòü. Èùåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè òå÷åíèÿ íà âíåø-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Ðåøåíèå èùåòñÿ ëèáî â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ëèáî â âè-
äå ðÿäîâ Ëîðàíà, êîòîðûå ñóììèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè, ïðåäëîæåííîé
â [2]. Èñïîëüçóþòñÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ ïîñëåäóþùèì Ïàäå-
ñóììèðîâàíèåì. Íàéäåíà ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû è äðóãèå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, îïðåäåëåíû ñêîðîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè êóìóëÿòèâíîé
ñòðóè, èçó÷åíû îñîáûå òî÷êè ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (êîä ïðîåêòà � 14-19-01633).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ïåòðîâ À. Ã. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2009.

2. Karabut E.A., Kuzhuget A.A. Conformal mapping, Pade approximants and example
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Î ÂËÈßÍÈÈ ÌÎÄÎÂÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â
ÂÛÑÎÊÎÝÍÒÀËÜÏÈÉÍÎÉ ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÐÓÁÅ
ÍÀ ÂÎËÍÎÂÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ Â ÃÈÏÅÐÇÂÓÊÎÂÎÌ ÂßÇÊÎÌ

ÓÄÀÐÍÎÌ ÑËÎÅ

Ñ.Â. Êèðèëîâñêèé1,2, Ò. Â. Ïîïëàâñêàÿ1,2, È.Ñ. Öûðþëüíèêîâ1,2

1Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. C.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â çàäà÷àõ, íàïðàâëåííûõ íà èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ëàìèíàðíî-òóðáóëåíò-
íîãî ïåðåõîäà â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ, íåîáõîäèìî çíàòü ñòðóêòóðó è ñîñòàâ âîçìó-
ùåíèé â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå. Ìîäîâûé ñîñòàâ âîçìóùåíèé ìîæåò çàâèñåòü íå
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òîëüêî îò êîíñòðóêöèè ñîïëîâîãî òðàêòà àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû, íî è îò ïàðà-
ìåòðîâ òå÷åíèÿ (P0, T0, Re) è ñâîéñòâ ðàáî÷åãî ãàçà (êîëåáàòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ,
äèññîöèàöèÿ, ñîîòíîøåíèå êîìïîíåíò ñìåñåé è äð.).

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ìîäîâîãî ñîñòàâà âîçìóùåíèé
[1] ïðîâîäèëèñü â èìïóëüñíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå ÈÒ-302Ì ÈÒÏÌ ÑÎ ÐÀÍ
ïðè èñòå÷åíèè âîçäóõà, óãëåêèñëîãî ãàçà è èõ ñìåñåé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîñêî-
ðîñòíîé öèôðîâîé êàìåðû (Phantom-310) ïîëó÷åíà âðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
øëèðåí-ñíèìêîâ ïîòîêà â ðàáî÷åé ÷àñòè àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáû ñ âèçóàëèçàöèåé
âîçìóùåíèé. Äàëåå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàäðîâ ïðîâîäèëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ñèãíàëà ÿðêîñòè îò âðåìåíè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò ïóëüñàöèé ñòðîèëèñü çàâèñè-
ìîñòè ôàçû âîëí îò êîîðäèíàòû âäîëü ïîòîêà, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïðîäîëüíóþ
ôàçîâóþ ñêîðîñòü âîçìóùåíèé.

Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ðàññìàòðèâàëîñü òå÷åíèå óêàçàííûõ âûøå ãàçîâ è èõ
ñìåñåé (P0=200 áàð è Ò0=3000Ê) â ôîðêàìåðå òðóáû. Ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü ñòðîèëàñü
íà îñíîâå ÷åðòåæåé ñîïëîâîãî òðàêòà òðóáû. Ðàñ÷¼òíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
íà âûõîäå èç ñîïëîâîãî òðàêòà, ïîìèìî áûñòðûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ âäîëü îñè ñîïëîâîãî òðàêòà, ïðèñóòñòâóþò ìåäëåííûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû
ñ ìåíüøåé àìïëèòóäîé è íåíóëåâûì óãëîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðàñ÷¼òíûå
äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Â ðàáîòå òàêæå ïðîâåäåíî ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàçâèòèÿ
âîçìóùåíèé â ãèïåðçâóêîâîì (M∞=6�14) âÿçêîì óäàðíîì ñëîå íà ïëàñòèíå, îáòåêà-
åìîé ïîòîêàìè âîçäóõà è/èëè óãëåêèñëîãî ãàçà ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ òîðìîæå-
íèÿ (2000�3000Ê) ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ î ìîäîâîì ñîñòàâå âîçìóùåíèé â ïîòîêå.
Äàííûå èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ñîçäàíèÿ ìåòîäèê è óñòðîéñòâ ìîäîâîé äåêîì-
ïîçèöèè âîçìóùåíèé â èìïóëüñíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ (Äîãîâîð
� 14.Z50.31.0019) äëÿ ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ.
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ÎÄÍÎÌÅÐÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÑËÎß ÑÌÅØÅÍÈß
Â ÒÅ×ÅÍÈÈ ÕÅËÅ-ØÎÓ

Ï.Â. Êîâòóíåíêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ
òå÷åíèå íåîäíîðîäíîé ñëàáîñæèìàåìîé æèäêîñòè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó [1]

(ρu)t + (βρu2 + p)x + (βρuv)y = −µu,
(ρv)t + (βρuv)x + (βρv2 + p)y = −µv,
ρt + (uρ)x + (vρ)y = 0,

(ρc)t + (uρc)x + (vρc)y = 0.

(1)

Çäåñü u, v, p è ρ � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, äàâëåíèå è ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Çàâèñèìîñòü p = p(ρ) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, êîýôôèöèåíò β ðàâåí 6/5. Êîíöåíòðàöèÿ
c, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû, õàðàêòåðèçóåò âÿçêîñòü æèäêîñòè
µ = µ(c). Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ ðàçâèòèÿ ñëîÿ ñìåøåíèÿ íà
ãðàíèöå äâóõ ñëîåâ æèäêîñòåé ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòåé µ1 è µ2, äâèæóùèõñÿ âäîëü îñè
Ox ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Ñëîèñòûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ðàìêàõ ìîäåëè (1) ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â [1, 2], íî âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëîÿ ñìåøåíèÿ íå îáñóæäàëñÿ. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îäíîìåðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèè ñëîÿ ñìåøåíèÿ èñïîëüçî-
âàí ïðåäëîæåííûé â [3] ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ìåëêîé âîäû ñ ìàññîîáìå-
íîì. Âûâîä ìîäåëè â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè îñíîâàí íà òðåõñëîéíîé ñõåìå
òå÷åíèÿ, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ñìåøåíèÿ,
çàæàòîãî ìåæäó äâóìÿ ñëîÿìè, â êîòîðûõ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè u íå çàâèñèò îò ïåðå-
ìåííîé y. Äëÿ îñðåäíåííîãî îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â ýòîì ñëîå èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ �ñäâèãîâóþ� ñêîðîñòü. Ïîñòðîåíû ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíà èõ ñòðóêòóðà, à òàêæå èçó÷åíà íà÷àëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñëîÿ
ñìåøåíèÿ. ×èñëåííî ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ
òîëùèíó çîíû èíòåíñèâíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Âåðèôèêàöèÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè ïðî-
âåäåíà íà îñíîâå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóìåðíûõ
óðàâíåíèé (1). Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò
äîñòàòî÷íî òî÷íî îïðåäåëèòü ãðàíèöû îáëàñòè ïåðåìåøèâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 15-11-20013).
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ÃÎÐÅÍÈÅ ÈÑÒÅÊÀÞÙÅÉ Â ÂÎÇÄÓÕ
ÂÛÑÎÊÎÑÊÎÐÎÑÒÍÎÉ ÌÈÊÐÎÑÒÐÓÈ ÂÎÄÎÐÎÄÀ

Â.Â. Êîçëîâ1, Ã. Ð. Ãðåê1, Î.Ï. Êîðîáåéíè÷åâ2, Þ.À. Ëèòâèíåíêî1, À. Ã. Øìàêîâ2

1Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò õèìè÷åñêîé êèíåòèêè è ãîðåíèÿ èì. Â.Â. Âîåâîäñêîãî ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ðåæèìîâ
ãîðåíèÿ è ñòðóêòóðû äèôôóçèîííîãî ïëàìåíè âîäîðîäà, îáðàçóþùåãîñÿ ïðè èñòå-
÷åíèè ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ âîäîðîäà â âîçäóõ ÷åðåç êðóãëûå è ïëîñêèå îòâåðñòèÿ
ðàçëè÷íûõ äèàìåòðîâ. Íàéäåí äèàïàçîí ñêîðîñòåé èñòå÷åíèÿ âîäîðîäíîé ñòðóè è
ðàçìåð ñîïëîâûõ îòâåðñòèé, ïðè êîòîðîì ïëàìÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå çîíû: ñ ëàìèíàð-
íûì è òóðáóëåíòíûì òå÷åíèÿìè. Çîíà ñ ëàìèíàðíûì òå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçà-
òîðîì ãîðåíèÿ âñåãî ïëàìåíè â öåëîì, à â çîíå ñ òóðáóëåíòíûì òå÷åíèåì ïðîèñõîäèò
èíòåíñèâíîå ñìåøåíèå ãîðþ÷åãî ñ îêèñëèòåëåì. Ãîðåíèå â ýòèõ äâóõ çîíàõ ìîæåò
ïðîèñõîäèòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íî íàèáîëåå óñòîé÷èâûé ðåæèì íàáëþäàåòñÿ
òîëüêî ïðè ñóùåñòâîâàíèè ïëàìåíè â çîíå ñ ëàìèíàðíûì òå÷åíèåì. Ïîëó÷åííûå çíà-
íèÿ ïîçâîëÿþò áîëåå ãëóáîêî ïîíÿòü îñîáåííîñòè ðåæèìîâ ìèêðîñòðóéíîãî ãîðåíèÿ
âîäîðîäà, ïåðñïåêòèâíîãî äëÿ ðàçëè÷íûõ ãîðåëî÷íûõ óñòðîéñòâ.

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ
ÏÎÄ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈÖÅÉ

Â.Ê. Êîñòèêîâ, Í.È. Ìàêàðåíêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãåíåðàöèè íåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí íà ïîâåðõ-
íîñòè ãëóáîêîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîãðóæåííûì ýëëèïòè÷åñêèì öèëèíäðîì. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð ìîæåò ñîâåðøàòü êàê ïîñòóïàòåëüíîå, òàê è âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå âîêðóã ñâîåé îñè. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè ê ñè-
ñòåìå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè, çàäàþùåé âîçâûøåíèå
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíò âåêòîðà
ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ðàíåå ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ àâòîðàìè â çàäà÷å
î ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ïîãðóæåííîãî òåëà [1, 2]. Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà íà-
÷àëüíàÿ ïî âðåìåíè àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ öèëèíäðà èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðà-
ìåòðó, õàðàêòåðèçóþùåìó çàãëóáëåíèå òåëà, äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ïîëó-
÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå ðåæèìû âçàèìîäåéñòâèÿ öèëèíäðà
ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-01-03942).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß �ÎÁÚÅÌÍÛÕ�
ÂÎËÍ Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÀÕ Â ÓÑËÎÂÈßÕ

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÉ ÍÀ ÏÐÈÌÅÐÅ ÏÐÅÃÐÀÄÛ
ÈÇ ÌÎÍÎÊÐÈÑÒÀËËÀ ÖÈÍÊÀ

Ì.Í. Êðèâîøåèíà1, Ñ. Â. Êîáåíêî2, Ì.À. Êîçëîâà1, Å. Â. Òó÷ 1

1Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Òîìñê
2Íèæíåâàðòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëàõ èç-çà ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ, ïîïåðå÷íûõ è �îáúåìíûõ� âîëí áóäóò çàâèñåòü îò íàïðàâ-
ëåíèÿ äàæå äëÿ ñëó÷àåâ èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñåé ñèììåòðèè ìàòå-
ðèàëà. Â èíûõ íàïðàâëåíèÿõ âîçìîæíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òîëüêî êâàçèïðîäîëüíûõ
è êâàçèïîïåðå÷íûõ âîëí. Ðàñïðîñòðàíåíèå �îáúåìíûõ� ñêîðîñòåé çâóêà â óñëîâèÿõ
äèíàìè÷åñêèõ íàãðóæåíèé ìàòåðèàëîâ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìó-
ùåíèé â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè äåôîðìàöèè ìàòåðèàëà. Âòîðîé âàæíîé ïðè÷èíîé áî-
ëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ �îáúåìíûõ� âîëí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü
àíèçîòðîïèè ñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà ñ �àíèçîòðîïíûì� ãèäðîñòàòè÷åñêèì íàïðÿæå-
íèåì. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ê ñôåðè÷åñêîìó òåëó èç îðòîòðîïíîãî èëè òðàíñòðîï-
íîãî ìàòåðèàëîâ óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîãî ñæàòèÿ (ñòàòè÷åñêîãî èëè èìïóëüñà ñæàòèÿ)
âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ áóäóò íè÷åì èíûì, êàê �àíèçîòðîïíûì� ãèäðîñòàòè÷åñêèì
íàïðÿæåíèåì. �Àíèçîòðîïèÿ� ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷-
íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà âî âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Â ðàìêàõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäå-
ëèðîâàíèå â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ ïëàñòèí èç ìîíîêðèñòàëëà
öèíêà ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòü �àíèçîòðîï-
íîå� ãèäðîñòàòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå. Ýòî ïîçâîëèëî ó÷åñòü àíèçîòðîïèþ ñæèìàåìîñòè
è, êàê ñëåäñòâèå, ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ �îáúåìíûõ� âîëí â òðàíñòðîï-
íîì ìàòåðèàëå ïðåãðàäû íà ïðèìåðå ìîíîêðèñòàëëà öèíêà. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, äåìîíñòðèðóþùèå îòëè÷èÿ â ñêîðîñòÿõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ìîíîêðèñòàëëå öèíêà äëÿ ñëó÷àåâ äîïóùåíèÿ îá îáúåìíîé
òðàíñòðîïèè öèíêà è îáúåìíîé èçîòðîïèè. Ïîëó÷åííûå ïðîôèëè ñêîðîñòåé ñî ñâî-
áîäíûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèí èç ìîíîêðèñòàëëà öèíêà âî âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ
íàïðàâëåíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè ñ �àíèçîòðîïíûì� ãèäðîñòàòè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ñêîðîñòåé �îáúåìíûõ� âîëí 2741,7483ì/ñ è 3382,909ì/ñ.
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Äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè ñ èçîòðîïíûì ãèäðîñòàòè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì ñêîðîñòè �îáúåì-
íûõ� âîëí îäèíàêîâû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ è ñîñòàâëÿëè 3183,57ì/ñ. Ïðåäñòàâëåíû
ïðîôèëè ñêîðîñòåé ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðåãðàä èç ìîíîêðèñòàëëîâ öèíêà ïî
îáåèì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì, ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
äðóãèõ àâòîðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ãîñóäàð-
ñòâåííûõ àêàäåìèé íàóê íà 2013�2020 ãîäû.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ
Â ÏÐÈÄÎÍÍÛÕ ×ÀÑÒßÕ ÂÎÑÕÎÄßÙÈÕ ÇÀÊÐÓ×ÅÍÍÛÕ

ÏÎÒÎÊÎÂ ÒÈÏÀ ÒÎÐÍÀÄÎ

È.Þ. Êðóòîâà1, À.Î. Êàçà÷èíñêèé2, Î. Â. Îïðûøêî1

1Ñíåæèíñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêî-

ãî ÿäåðíîãî óíèâåðñèòåòà ÌÈÔÈ, Ñíåæèíñê
2Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëèðóþòñÿ òðåõìåðíûå ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå òå-
÷åíèÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿæåñòè è Êîðèîëè-
ñà. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ïîñòàâëåíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà-
÷à, ðåøåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò òå÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïëàâíîì ñòîêå ãàçà ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà çàäàííîãî íåíóëåâîãî ðàäèóñà â îêðåñòíîñòè
íåïðîíèöàåìîé ïëîñêîñòè z = 0. Äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé çàäà÷åé Êîøè ñòàíäàðòíîãî âèäà, è ïîýòîìó ïðè óñëîâèè àíàëèòè÷íî-
ñòè âõîäíûõ äàííûõ ó íåå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Àíàëèç
ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ïî ñòåïåíÿì z ïîêàçàë, ÷òî ïðè íà÷àëå ðàäèàëüíîãî
ñòîêà âíóòðü öèëèíäðà ñðàçó âîçíèêàåò îêðóæíîå äâèæåíèå ãàçà, çàêðó÷åííîå â Ñå-
âåðíîì ïîëóøàðèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè
äëÿ ñëó÷àÿ Þæíîãî ïîëóøàðèÿ. Óñòàíîâëåííûå ôàêòû ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
îáîñíîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ â ÷àñòè âîçíèêíîâåíèÿ
çàêðóòêè è íàïðàâëåíèÿ ýòîé çàêðóòêè. Íà÷àëüíûé îòðåçîê ðÿäà, çàäàþùèé ýòî
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàð-
íûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ïðèäîííûõ òå÷åíèé òàêèõ ïðèðîäíûõ âèõðåé, êàê òîðíàäî è
òðîïè÷åñêèå öèêëîíû. Êîýôôèöèåíòû íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ â íåñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå ÷èñëåííî ñòðîÿòñÿ ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è èõ ñðàâíåíèÿ
ñ äàííûìè íàòóðíûõ íàáëþäåíèé çà òîðíàäî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ è ñðåäíåãî ïî ñâîèì
õàðàêòåðèñòèêàì òðîïè÷åñêîãî öèêëîíà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß,
ÝÂÎËÞÖÈÈ È ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÃÀËÀÊÒÈÊ

Â ÊÎÑÌÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

È.Ì. Êóëèêîâ1, È. Ã. ×åðíûõ1, Â.À. Ïðîòàñîâ2

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáðà-
çîâàíèÿ, ýâîëþöèè è âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê â êîñìîëîãè÷åñêîì êîíòåêñòå â ðàì-
êàõ ìíîãîôàçíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Â äîêëàäå áóäåò ïîäðîáíî îïèñàíà ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è êðàòêîå îïèñàíèå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè
â âèäå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà CosmoPhi. Áóäóò ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî êðóïíîìàñøòàáíîìó êîñìîëîãè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 15-31-20150 ìîë-à-âåä, 15-01-00508), ãðàíòà Ïðå-
çèäåíòà ÐÔ MK � 6648.2015.9.

Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ ÄËß ÈÇÓ×ÅÍÈß ÐÀÇÂÈÒÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

ÍÀ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÌ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÌ
ÑËÀÁÎÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌ ÔÎÍÅ

À.Ã. Êóëèêîâñêèé

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçâèòèè âîçìóùåíèé, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå èíòå-
ãðàëîâ Ôóðüå, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïåðåâàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå
ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà äàåò ðåçóëüòàòû,
ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ìåòîäîì ïåðåâàëà.
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ßÂËÅÍÈÅ ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑÀ ÇÂÓÊÎÂÎÉ ËÈÍÈÈ

Ê.Ê. Êóðìàåâà1, Ñ. Ñ. Òèòîâ2

1Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã
2Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-õóäîæåñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Åêàòåðèíáóðã

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ ñîâðåìåííîé ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
ÿâëåíèÿ ãèñòåðåçèñà â ðàçëè÷íûõ òå÷åíèÿõ ãàçà. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåñòàöèîíàð-
íàÿ òðàíñçâóêîâàÿ ìîäåëü Ëèíÿ � Ðåéññíåðà � Öçÿíÿ [1, 2] äëÿ ïîòåíöèàëà u(x, y, t)

uyy = uxuxx + 2uxt. (1)

Ñâîéñòâà ëèíèè ïåðåõîäà ÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà àíàëèçèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÿâëå-
íèÿ ãèñòåðåçèñà ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)

u(x, y, t) = a(x, t) + b(x, t)y2 + c(x, t)y4 + d(x, t)y6 + ...

Óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå çâóêîâîé ëèíèè

ux(x, 0, t) = ax(x, t) = 0,

ãäå
axt(x, t) = v0 + (1 + t2)−1 + (arctan t+ π)ex,

èìååò ðàçíûå ðåøåíèÿ ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííîé ïåðåìåííîé t,

lim
t→−∞

ex0(t) = −2v0
π
, lim

t→+∞
ex0(t) = −2v0

3π
.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî
çâóêîâàÿ ëèíèÿ ÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà íå âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïðè
âîçâðàòå óñëîâèé â íàáåãàþùåì ïîòîêå ê ïåðâîíà÷àëüíûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00401).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÒÃÕÂ ÁÑ

Ã. Ã. Ëàçàðåâà1,2, Å.À. Ôåäîðîâ1

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîì-
ïëåêñíîãî âîçäåéñòâèÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèè òåðìîãàçîõèìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ
áèíàðíûìè ñîñòàâàìè (ÒÃÕÂ ÁÑ) íà ñêâàæèíàõ. Ñóòü ìîäåëèðóåìîé òåõíîëîãèè çà-
êëþ÷àåòñÿ â çàêà÷êå â ñêâàæèíó ïî çàòðóáíîìó ïðîñòðàíñòâó (áåç èçâëå÷åíèÿ íà-
ñîñíîãî îáîðóäîâàíèÿ) ðàñòâîðîâ ýíåðãîâûäåëÿþùåãî ñîñòàâà è èíèöèàòîðà ðàçëî-
æåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå òåðìîõèìè÷åñêîé ðåàêöèè â ñêâàæèíå â óäàëåííîé îò çàáîÿ
çîíå ïðîäóêòèâíîãî ïëàñòà ïðè èçáûòî÷íîì äàâëåíèè âûäåëÿåòñÿ áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ãàçîâ (àçîò, ïàðû âîäû) è ñîçäàåòñÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ îáëàñòü ðàçëîæåíèÿ
áèíàðíîãî ñîñòàâà (äî 300�320◦Ñ).

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà áûñòðîäåéñòâóþùåãî ïàêåòà ïðîãðàìì äëÿ
îöåíêè ðåçóëüòàòîâ íàòóðíûõ èñïûòàíèé íà îñíîâå ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïëàñòà è
çàêà÷èâàåìûõ ðåàãåíòîâ. Äëÿ âîçìîæíîñòè îáîñíîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ âåäóùèõñÿ ïðî-
ìûøëåííûõ èñïûòàíèé ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ðàñ÷åòíûé ìîäóëü
äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ òåõíîëîãè÷åñêèìè ñëóæáàìè ñåðâèñíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Àë-
ãîðèòì ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ âåäóùèõñÿ íàòóðíûõ èñïûòàíèé ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèÿ
êîîðäèíàò çîíû ðåàêöèè è ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ïîëÿ
äàâëåíèÿ â ïëàñòå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàäèàëüíîå è ïëàíàðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ðåà-
ãåíòîâ â ïîðèñòîé ñðåäå. Ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è ïüåçîïðîâîäíîñòè
ñ ó÷åòîì ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîò ïî ÒÃÕÂ ÁÑ. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü, ñïåöèàëèñòû ÎÎÎ �ÖÍÒ� ïðîâåëè ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû è ïðîâåëè íàòóð-
íûå èñïûòàíèÿ íà Óñèíñêîì ìåñòîðîæäåíèè. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÎÎÎ �Öåíòð íåôòÿíûõ òåõíîëî-
ãèé� (ã. Ìîñêâà) è Ïðîãðàììû ÐÀÍ � 8 �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåð-
íûõ çàäà÷ ñåéñìîëîãèè è ñåéñìîðàçâåäêè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ�.
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ÀÂÒÎÂÎËÍÛ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ ÂÛÑÎÊÎÕÐÎÌÈÑÒÎÉ ÑÒÀËÈ

Â ÏÐÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ÂÎÄÎÐÎÄÎÑÎÄÅÐÆÀÙÅÉ ÑÐÅÄÛ

Þ.Â. Ëè1, Ñ.À. Áàðàííèêîâà1,2,3, À. Â. Áî÷êàðåâà1, À. Ã. Ëóí¼â1, Ë. Á. Çóåâ1,2

1Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Òîìñê
2Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî, ÷òî ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ðàçëè÷íûõ ìå-
òàëëîâ è ñïëàâîâ ïðîòåêàåò ëîêàëèçîâàííî îò ïðåäåëà òåêó÷åñòè è âïëîòü äî ðàç-
ðóøåíèÿ. ×èñëî ôîðì ëîêàëèçàöèè íå ïðåâûøàåò ÷åòûðåõ, à ðåàëèçàöèÿ êàæäîé èç
íèõ âîçìîæíà òîëüêî íà îïðåäåëåííûõ ñòàäèÿõ äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ. Äëÿ
êàæäîé èç êàðòèí ëîêàëèçàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü äëèíó âîëíû λ, ïðîñòðàíñòâåííûé
ïåðèîä T , à, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ Vaw è ÷àñòîòó ω = 2π · Vaw/λ
[1]. Ïðèðîäà ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè èìååò àâòîâîëíîâîé õàðàêòåð
è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñàìîîðãàíèçàöèè äåôåêòîâ â äåôîðìèðóþùèõ ñðåäàõ, ÷òî
ïîäòâåðæäàåòñÿ àíàëèçîì äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ àâòîâîëí.

Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè âûñîêîõðîìè-
ñòîé ñòàëè 4013 ïðè àêòèâíîì îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïëîñêèõ îáðàçöîâ ñî ñêîðî-
ñòüþ 6, 67 × 10−5 ñ−1 (LFM-125, Øâåéöàðèÿ) ìåòîäîì äâóõýêñïîçèöèîííîé ñïåêë-
èíòåðôåðîìåòðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîìàòèçèðîâàííîãî êîìïëåêñà ALMEC (ÈÔ-
ÏÌ ÑÎ ÐÀÍ, Ðîññèÿ) ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî íà ñòàäèè ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ,
êîãäà êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ θ = const, ôîðìèðóåòñÿ áåãóùàÿ
àâòîâîëíà ñ õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ Vaw = (4, 87± 0, 87)× 10−5ì/ñ è ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðèîäîì λ = 6, 8± 1, 5 ìì.

Èçâåñòíî, ÷òî âûñîêîõðîìèñòûå íåðæàâåþùèå ñòàëè íàðÿäó ñ âûñîêîé êîððîçè-
îííîé ñòîéêîñòüþ îáëàäàþò îïòèìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè,
÷òî îáóñëàâëèâàåò èõ øèðîêî ïðèìåíåíèå â îòâåòñòâåííûõ êîíñòðóêöèÿõ, êîòîðûå
ýêñïëóàòèðóþòñÿ â ïðèñóòñòâèè àãðåññèâíûõ ñðåä, â òîì ÷èñëå âîäîðîäà. Íàñûùå-
íèå èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ âîäîðîäîì îñóùåñòâëÿëîñü ýëåêòðîëèòè÷åñêèì ìåòîäîì
â òðåõýëåêòðîäíîé ýëåêòðîõèìè÷åñêîé ÿ÷åéêå ïðè ïîñòîÿííîì êàòîäíîì ïîòåíöèàëå
U = −600 ìÂ, çàäàâàåìîì îòíîñèòåëüíî õëîð-ñåðåáðÿííîãî ýëåêòðîäà ñðàâíåíèÿ [2]
â 1N ðàñòâîðå ñåðíîé êèñëîòû ñ äîáàâëåíèåì òèîìî÷åâèíû ñ êîíöåíòðàöèåé 20 ìã/ë
ïðè òåìïåðàòóðå T=323Ê â òå÷åíèå 12 ÷àñîâ. Êîíöåíòðàöèþ âîäîðîäà â îáðàçöå
îïðåäåëÿëè èñïîëüçîâàíèåì àíàëèçàòîðà RHEN 602 è îíà ñîñòàâèëà 31 ppm.

Èññëåäîâàíèå àâòîâîëíîâûõ ïàðàìåòðîâ äåôîðìèðóåìûõ îáðàçöîâ ñòàëè ïîñëå
ýëåêòðîëèòè÷åñêîãî íàâîäîðîæèâàíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ñíèæåíèè
(≈ 10%) çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ àâòîâîëí íà ñòàäèè ëèíåéíîãî óïðî÷íå-
íèÿ, ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä λ ïîñëå ýëåêòðîëèòè÷åñêîãî íàâîäîðîæèâàíèÿ óìåíü-
øèëñÿ áîëåå, ÷åì íà 30% è ñîñòàâèë 4,6±0,5 ìì. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äâîéíîãî
t-êðèòåðèÿ â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ ïîäòâåðäèë çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì,
âîäîðîä çíà÷èòåëüíî óñèëèâàåò íåîäíîðîäíîñòü ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è èçìå-
íÿåò êîëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðû ìàêðîëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-08-00385).
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ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ
ÑËÎÅ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÂÐÀÙÀÞÙÅÃÎÑß ÊÎÍÓÑÀ

È.È. Ëèïàòîâ

Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Í.Å. Æóêîâñêîãî, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå îñòðîãî êîíóñà âûñîêîñêîðîñòíûì ïîòîêîì ãàçà ïðè
íóëåâîì óãëå àòàêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ñëàáîãî ãèïåðçâóêîâî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî êîíóñ âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè
ñèììåòðèè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëå-
íû, ñâÿçàííûå ñ öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè è ñèëàìè Êîðèîëèñà. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíå-
íèé äëÿ ëàìèíàðíîãî ðåæèìà ïîëó÷åíî ÷èñëåííî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ïðîôèëè
êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè è ïîëíîé ýíòàëüïèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ââåðõ ïî ïîòîêó â ïîãðàíè÷íîì ñëîå èñïîëüçîâàíî îáîá-
ùåííîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà Ïèðñîíà. ×èñëåííî ïîëó÷åíû âåëè÷èíû ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé êàê ôóíêöèè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîíóñà, òåìïåðàòóð-
íîãî ôàêòîðà è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏÑÅÂÄÎÑÊÀ×ÊÀ
Â ÏËÎÑÊÎÌ ÊÀÍÀËÅ

È.È. Ëèïàòîâ1, Â.Þ. Ëÿïèäåâñêèé2,3, À.À. ×åñíîêîâ2,3

1Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Í.Å.Æóêîâñêîãî, Ìîñêâà
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ñëîæíàÿ ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåìàÿ ïñåâäîñêà÷êîì, ðåàëèçóåòñÿ
â äëèííûõ êàíàëàõ ïðè òîðìîæåíèè ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà. Â ñòàöèîíàðíîì ñâåðõ-
çâóêîâîì òå÷åíèè ãàçà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì ðàçâèâàþòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûå ïðîöåññû, âëèÿþùèå íà ñòðóêòóðó ïîòîêà. Îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåí â [1]. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïñåâäîñêà÷êà
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ïðåäïîëàãàþò, êàê ïðàâèëî, ñòàöèîíàðíûé èëè êâàçèñòàöèîíàðíûé ðåæèì òå÷åíèÿ
â çîíå ïåðåõîäà îò ñâåðõçâóêîâîãî ê äîçâóêîâîìó òå÷åíèþ çà ñ÷åò ðàçâèòèÿ òóð-
áóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàêèå
óñëîâèÿ âíèç ïî ïîòîêó êîíòðîëèðóþò ïîëîæåíèå ñêà÷êà, êàê ðåàëèçóåòñÿ ìåõàíèçì
ïåðåäà÷è âîçìóùåíèé ââåðõ ïî ïîòîêó â òå÷åíèÿõ ñî ñâåðõçâóêîâûì �ÿäðîì�. Ýêñïå-
ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ââåäåíèå ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé â ïîòîê çà ïñåâäîñêà÷êîì
(ñóæåíèå êàíàëà, ïðèòîê ìàññû èëè ýíåðãèè) ïðèâîäèò ê ïåðåìåùåíèþ ïñåâäîñêà÷êà
ââåðõ ïî ïîòîêó. Ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ïîòîê ìîæåò âûçâàòü âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ ïñåâäîñêà÷êà âîêðóã íîâîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîëîæåíèÿ.

Â íåäàâíåé ðàáîòå [2] ïðåäëîæåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùàÿ
îïðåäåëèòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé ïñåâäîñêà÷êà ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ïîòîê â âûõîäíîé ÷àñòè êàíà-
ëà. Â ðàìêàõ äâóõñëîéíîé ñõåìû òå÷åíèÿ (ïîòåíöèàëüíîå ñâåðõçâóêîâîå ÿäðî è òóð-
áóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé) ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñòàöèîíàðíîãî
ïñåâäîñêà÷êà â ïëîñêîì êàíàëå, îïèñûâàþùàÿ íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò ñâåðõçâóêî-
âîãî ê äîçâóêîâîìó òå÷åíèþ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñèñòåìû èç
ïÿòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñòðóêòóðà ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé è íàéäåíû òå÷åíèÿ ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì. Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ïñåâäîñêà÷êà è âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëè [2] çàêëþ÷àåòñÿ â ó÷åòå
êîñûõ ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ, ðåàëèçóåìûõ â ïñåâäîñêà÷êå. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ
äâóõñëîéíîé ñõåìû òå÷åíèÿ, âêëþ÷àþùåé â ðàññìîòðåíèå óäàðíûå âîëíû. Ïðîâåäåíà
âåðèôèêàöèÿ íîâîé îäíîìåðíîé ìîäåëè ïóòåì ñðàâíåíèÿ åå àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé
ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïàðàìåòðû
ïîòîêà è îïèñàòü ñòðóêòóðó êîñûõ ñêà÷êîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00156).
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ÌÀÑÊÈÐÎÂÊÈ ÄËß 2D-ÌÎÄÅËÈ ÐÀÑÑÅßÍÈß

ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ PEMC-ÑËÎß

À.Â. Ëîáàíîâ

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê

ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ �Äàëüðûáâòóç�, Âëàäèâîñòîê

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè äèçàéíà óñòðîéñòâ, ñëóæàùèõ äëÿ ìàñ-
êèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé òåìîé ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäî-
âàíèé. Íà÷àëó èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàñêèðîâêè ìàòåðèàëüíûõ òåë ïîñëóæèëà
ïóáëèêàöèÿ ñòàòåé [1, 2]. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [3, 4, 5], ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñêèðîâêè. Îäíàêî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìàñêèðîâêè îáëàäàþò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ, ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òðóä-
íîñòü òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. ×òîáû óïðîñòèòü ïðîáëåìó òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òî÷íîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè ÷àñòî çà-
ìåíÿþò ïðèáëèæåííîé çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ ñëàáî ðàññåèâàþùåé îáîëî÷êè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàñêèðîâêè, âêëþ÷àþùàÿ èäåàëüíûé ýëåêòðî-
ìàãíèòíûé ïðîâîäíèê (PEMC-ìàòåðèàë) äëÿ ìîäåëè àêóñòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, îïè-
ñûâàåìîé 2D óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà. Äîêàçûâàåòñÿ åå ðàçðåøèìîñòü è âûâîäèòñÿ
ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùàÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Íà îñíîâå
åå àíàëèçà àâòîðîì áûë ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàìíîãî êîäà ÷èñëåííûé
àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Óêàçàí-
íûé àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàñêèðîâî÷íûõ ñâîéñòâ
îáîëî÷êè. Îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé ðåøåíèÿ
îò ïàðàìåòðà ïîëíîé ïðîâîäèìîñòè (àäìèòòàíñà), ðàçìåðîâ îáîëî÷êè, ÷àñòîòû ïà-
äàþùåé âîëíû è ðÿäà äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó, à
òàêæå ìèíèìèçàöèÿ ðàññåÿííûõ ïîëåé îò öèëèíäðè÷åñêîé ìàñêèðóþùåé îáîëî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 14-11-00079).
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ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÊÀÒßÙÈÕÑß ÂÎËÍ Â ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÌ
ÒÅ×ÅÍÈÈ ÕÅËÅ-ØÎÓ

Â.Þ. Ëÿïèäåâñêèé1,2, È. Â. Ñòåïàíîâà2,3, À.À. ×åñíîêîâ1,2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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Øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé â äëèííûõ êàíàëàõ äîïóñêàåò
âîçíèêíîâåíèå íåëèíåéíîãî ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êàòÿùèìñÿ âîëíàì (êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå, â êîòîðîì ïëàâíûå ó÷àñòêè ðàçäåëåíû îáðóøèâàþùèìèñÿ
ãèäðàâëè÷åñêèìè ïðûæêàìè). Îñîáåííîñòüþ òàêèõ òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò äî-
êðèòè÷åñêîãî ðåæèìà ê ñâåðõêðèòè÷åñêîìó â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ âìå-
ñòå ñ âîëíîé. Íåñìîòðÿ íà äëèííóþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ êàòÿùèõñÿ âîëí, îñòàåòñÿ
ìíîæåñòâî îòêðûòûõ âîïðîñîâ, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ î âîçíèêíîâåíèè è ðàçâèòèè êà-
òÿùèõñÿ âîëí èç ìàëûõ âîçìóùåíèé ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõñëîéíîé æèäêîñòè â êà-
íàëàõ ïîä êðûøêîé. Ïîñêîëüêó êàòÿùèåñÿ âîëíû ñóùåñòâåííî ìåíÿþò óñòîé÷èâûé
ñòàöèîíàðíûé ðåæèì òå÷åíèÿ, òî èõ èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ. Ðàçëè÷íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå àñïåêòû èçó÷åíèÿ êàòÿùèõñÿ
âîëí â æèäêîñòÿõ è ãàçîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîíîãðàôèè [1].

Â íåäàâíåé ðàáîòå [2] ïðåäëîæåíà ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå íåîäíîðîä-
íîé íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó, à òàêæå ðàññìîòðåíû áîëåå
ïðîñòûå ïîäìîäåëè ñëîèñòîãî òå÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäå-
ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé äâóõñëîéíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè è ìîäåëèðîâàíèþ
êàòÿùèõñÿ âîëí. Âûïîëíåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äâóõñëîéíûõ òå÷åíèé Õåëå-Øîó ïî
ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ â âèäå íîðìàëüíûõ ìîä è èññëåäîâà-
íî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû íàéäåíû õàðàêòåðèñòèêè è
ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ Óèçåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êàòÿùèõñÿ âîëí. Ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ðàñõîäå æèäêîñòè è çàäàííûõ îòíîøåíèÿõ ïëîòíîñòåé è âÿçêîñòåé îïðåäåëåíû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû íèæíåãî
ñëîÿ. Ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîãî àíàëèçà è êðèòåðèÿ Óèçåìà. Âûïîëíåíî ÷èñ-
ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñëîåâ
íà îñíîâå TVD ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è êàòÿùèåñÿ âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ââåðõ èëè âíèç
ïî ïîòîêó. Ïðè ýòîì äëèíà âîëí çàâèñèò îò ÷àñòîòû ãåíåðèðóþùèõ èõ âîçìóùåíèé
íà âõîäíîì ñå÷åíèè êàíàëà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå óñëîâèé íàðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 15-11-20013).
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Â ÑÊÂÀÆÈÍÅ

Â.Þ. Ëÿïèäåâñêèé1, Â. Ñ. Òèõîíîâ2
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Îäíîé èç íàèáîëåå ïðîãðåññèâíûõ òåõíîëîãèé áóðåíèÿ ñêâàæèí â ñëîæíûõ ãèäðî-
ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ áóðåíèå ñ óïðàâëåíèåì äàâëåíèåì (Managed Pressu-
re Drilling). Ïðàêòè÷åñêè óïðàâëåíèå äàâëåíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðèëîæåíèÿ
ïðîòèâîäàâëåíèÿ â çàòðóáíîì ïðîñòðàíñòâå íà âûõîäå áóðîâîãî ðàñòâîðà íà ïîâåðõ-
íîñòü. Ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò âíåçàïíûé âûáðîñ ãàçà èç ïîðîäû â ïðîöåññå áóðåíèÿ.
Ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì îöåíêè ýâîëþöèè îáúåìà ãàçà, ïîïàâøåãî â ñêâàæèíó, ïî
ìåðå åãî ïîäúåìà ïîòîêîì æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòü, è îöåíêè ìîùíîñòè âûáðîñà
ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñðåäè ìîäåëåé ãàçîæèäêîñòíûõ ïîòîêîâ
íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ìîäåëü ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè äðåéôà (Drift-
Flux Model), èçâåñòíàÿ áîëåå ïîëóâåêà. Îíà ïðèãîäíà äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæè-
ìîâ òå÷åíèÿ ïîòîêà (ïóçûðüêîâîãî, ñíàðÿäíîãî è ò.ä.). Îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà ïîäúåìà
ïîòîêà ñìåñè ñ áîëüøîé ãëóáèíû ïðèìåíåíèå ýòîé ìîäåëè îãðàíè÷åíî íåîáõîäèìî-
ñòüþ âûáîðà �äîñòàòî÷íî� ìàëîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ýòî ñâÿçàíî ñ
ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èåì ìåæäó âûñîêîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé
â ñëàáîñæèìàåìîé æèäêîñòè è íèçêîé õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ ïîäúåìà ãàçîâîé ôà-
çû â ïóçûðüêîâîì èëè ñíàðÿäíîì ðåæèìàõ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ëàãðàíæåâ ìåòîä
îïèñàíèÿ ýâîëþöèè êîíå÷íîãî îáúåìà ãàçîâîé ôàçû, ïîìåùåííîãî â âåðòèêàëüíóþ
òðóáó èëè êîëüöåâîé êàíàë (gas kick), ïðè òå÷åíèè æèäêîñòè ñ çàäàííûì ðàñõîäîì.
Â îòëè÷èå îò 1], ïåðåõîä ê ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòå, ñâÿçàííîé ñ ìàññîâîé ãàçîâîé
ôàçîé, ïîçâîëÿåò ó÷åñòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïðîñêàëüçûâàíèÿ (êîýôôèöè-
åíòîâ ìîäåëè Zuber-Findlay), îïðåäåëÿþùèõ îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ôàç â ìîäåëè,
îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ãàçîâîé ôàçû [2]. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿ-
þùèé âû÷èñëÿòü âíóòðåííèå êîíòàêòíûå ðàçðûâû, ñâÿçàííûå ñ ïîäúåìîì ãàçîâîé
ôàçû. Èñïîëüçîâàíèå óòî÷íåííîé çàâèñèìîñòè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ, ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò è ÿâíîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîçâîëèëî ïîâûñèòü
òî÷íîñòü ìîäåëè è ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ðàñ÷åò ïðîöåññà. Ïðèâåäåíû òåñòîâûå è
âåðèôèêàöèîííûå ðàñ÷åòû, äåìîíñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü äàííîãî ìåòîäà â çà-
äà÷àõ î ðàñïàäå ðàçðûâà è î ãèäðàâëè÷åñêîì óäàðå â ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè. Ïðåä-
ñòàâëåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èçìåíåíèå ðàç-
ìåðà ãàçîæèäêîñòíîé îáëàñòè è ñêîðîñòè åå ïîäúåìà, à òàêæå äàâëåíèÿ â çàòðóáíîì
ïðîñòðàíñòâå ñêâàæèíû.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Gavrilyuk S. L., Fabre J. Lagrangian coordinates for a drift-�ux model of a gas-liquid
mixture. Int. J. Multiphase Flow. 1996. V. 22. �. 3. P. 453�460.

2. Varadarajan P.A., Hammond P. S. Numerical scheme for accurately capturing gas
migration described by 1D multiphase drift �ux model. Int. J. Multiphase Flow. 2015.
V. 73. P. 57�70.



Ìàêàðîâ Ï.Â., Ïåðûøêèí À.Þ. 69

ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß È ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÅ
ÂÎËÍÛ Â ÇÀÏÀÄÍÎÉ ÀÒËÀÍÒÈÊÅ

Í.È. Ìàêàðåíêî1,2, Å. Ã. Ìîðîçîâ3, Ð.Þ. Òàðàêàíîâ3, Ê.Ñ. Ãðèãîðåíêî4

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà
4Èíñòèòóò àðèäíûõ çîí ÞÍÖ ÐÀÍ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðèäîííûõ è ïðèïîâåðõíîñò-
íûõ òå÷åíèé â çàïàäíîé ÷àñòè Àòëàíòè÷åñêîãî îêåàíà, âûïîëíåííûõ â õîäå íåäàâ-
íèõ ýêñïåäèöèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñóäíà �Àêàäåìèê Ñåðãåé Âàâèëîâ�. ×àñòü
èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíà ñ íàòóðíûìè èçìåðåíèÿìè è ìîäåëèðîâàíèåì ñòðóêòó-
ðû ãëóáîêîâîäíûõ òå÷åíèé â ðàçëîìàõ Ñåâåðî-Àòëàíòè÷åñêîãî õðåáòà [1, 2]. Äðóãàÿ
÷àñòü ðàáîòû êàñàåòñÿ èçó÷åíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âíóòðåííèõ âîëí,
ðàññìàòðèâàåìûõ â êîíòåêñòå âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè òåðìî-
õàëèííîé ñòðàòèôèêàöèè íà èññëåäóåìûõ ïîëèãîíàõ. Êðîìå òîãî, àíàëèçèðóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ãèäðîàêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñòðàòèôèöèðîâàí-
íûõ òå÷åíèé â ýòèõ ðàéîíàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 14-08-00107, 15-01-03942, 15-08-10144, 15-31-51269).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÅÄËÅÍÍÛÕ
ÄÂÈÆÅÍÈÉ � ÀÂÒÎÂÎËÍ ÍÅÓÏÐÓÃÎÉ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ï.Â. Ìàêàðîâ1, À.Þ. Ïåðûøêèí2

1Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ

Òåðìèí �ìåäëåííûå äâèæåíèÿ� ïðèøåë èç ãåîäèíàìèêè è îòðàæàåò äåôîðìàöè-
îííûå ïðîöåññû â ãåîñðåäàõ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîíÿòèåì �âîëíà�.
Ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîäîáíûõ ìåäëåííûõ äåôîðìàöèîííûõ âîëí íà 4�7 ïî-
ðÿäêîâ íèæå ñêîðîñòåé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñðåäå è íà 7�8 ïîðÿäêîâ
âûøå ñêîðîñòåé òåêòîíè÷åñêèõ òå÷åíèé â ãåîñðåäàõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïî
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ãåîëîãè÷åñêèì äàííûì, òàê è ðåãèñòðèðóþòñÿ äàííûìè GPS èçìåðåíèé è ñîñòàâëÿ-
þò îò íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ â ãîä äî íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ â ãîä. Â ãåîñðåäàõ
íàáëþäàþòñÿ è áîëåå áûñòðûå ïðîöåññû, òðàêòóåìûå êàê âîëíîâûå, ñêîðîñòè êîòî-
ðûõ âàðüèðóþòñÿ îò íåñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ â ñóòêè äî íåñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ â
÷àñ ([1]�[2]). Ãåíåðàöèÿ ýòèõ ìåäëåííûõ äåôîðìàöèîííûõ âîëí ñâÿçûâàåòñÿ ñ èí-
òåíñèâíûìè ëîêàëüíûìè äâèæåíèÿìè â çîíàõ ðàçëîìîâ ðàçíûõ ìàñøòàáîâ, êîòîðûå
èìåþò ïóëüñàöèîííûé êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð [3]. Ñãåíåðèðîâàííûå òàêè-
ìè ñóïåðèíòåíñèâíûìè ëîêàëüíûìè äåôîðìàöèÿìè äåôîðìàöèîííûå âîçìóùåíèÿ
òðàêòóþòñÿ êàê àâòîâîëíû [3]. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ ìåäëåííûõ äåôîðìàöèîí-
íûõ âîëí. Ìîäåëü îñíîâàíà íà êîìáèíèðîâàíèè ïîäõîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä
(÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÄÒÒ) è äèñêðåòíîãî ìåòîäà êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ.
Êàæäàÿ ðàñ÷¼òíàÿ ÿ÷åéêà (÷àñòèöà) ñïëîøíîé ñðåäû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèñòà-
áèëüíûé êëåòî÷íûé àâòîìàò, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî (óïðóãîå èëè ïëàñòè÷íîå) çàâèñèò
íå òîëüêî îò ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé â äàííîé ÷àñòèöå, íî è îò ñîñòîÿíèé â
ñîñåäíèõ ÷àñòèöàõ. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë îïèñàòü ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ è ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèîííûõ ôðîíòîâ êàê ïðîöåññîâ ñàìîîðãàíèçàöèè. Âûïîëíåíû
ðàñ÷¼òû ïî ôîðìèðîâàíèÿþ è ðàñïðîñòðàíåíèþ ôðîíòîâ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè
Ëþäåðñà â ìåòàëëàõ è ôðîíòîâ íåóïðóãîé äåôîðìàöèè â îáðàçöàõ ãîðíûõ ïîðîä
è â ãåîñðåäàõ. Êàê è â ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
äåôîðìàöèîííûõ ôðîíòîâ îêàçàëèñü ïðîïîðöèîíàëüíû ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé
ãîñóäàðñòâåííîé àêàäåìèé íàóê íà 2013�2020 ãîäû.
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ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈß ÁÅÃÓÙÈÕ ÂÎËÍ
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ÁËÈÇÊÈÕ Ê ÐÀÑÏÀÂØÈÌÑß

Ç.Â. Ìàêðèäèí, Í.È. Ìàêàðåíêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î áèôóðêàöèÿõ ðåøåíèé òèïà áåãóùèõ âîëí ïðè ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äèñïåðñèåé. Äàííàÿ çàäà÷à ïî ñâîåé ïîñòàíîâ-
êå ðîäñòâåííà çàäà÷å î âîçìóùåíèÿõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé [1, 2]. Â ðàáîòå [3] ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ëÿïó-
íîâà � Øìèäòà èçó÷àëîñü âåòâëåíèå ðåøåíèé òèïà óåäèíåííûõ âîëí äëÿ ñèñòåìû
ñëàáî ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà. Áèôóðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì
â ýòîé ñèñòåìå ñëóæèò ôàçîâûé ñäâèã âîëíû, à äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âåòâëåíèÿ
ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïðîñòûõ êîðíåé íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà òèïà ôóíê-
öèè Ïîíòðÿãèíà [1]. Óñòîé÷èâîñòü ïîäîáíûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ ïåðåñêàêèâàíèå
(�leapfrogging�) óåäèíåííûõ âîëí â äâóõìîäîâîé ñèñòåìå, èçó÷àëàñü â ðàáîòå [4].

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î áèôóðêàöèÿõ áåãóùèõ êíîèäàëüíûõ âîëí.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó ìåõàíèçìà ðåäóêöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàç-
âåòâëåíèÿ Ëÿïóíîâà � Øìèäòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ïîñòðî-
åíèè îòâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé.
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ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß
ÍÀÄ ÑËÎÆÍÛÌ ÐÅËÜÅÔÎÌ

Æ.Ë. Ìàëüöåâà, Í.È. Ìàêàðåíêî, À.À. ×åðåâêî

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóðàõ â òå÷åíèÿõ íåîäíî-
ðîäíîé æèäêîñòè íàä íåðîâíûì äíîì. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ôðàã-
ìåíòàöèè âîëíîâûõ ïîëåé, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå âîëíîâîé àíèçîòðîïèè íåîäíî-
ðîäíîé ñðåäû è èíòåðôåðåíöèè âíóòðåííèõ âîëí [1, 2]. Îáðàçîâàíèå ëîêàëüíûõ çîí
êîíöåíòðàöèè âîëíîâîé ýíåðãèè ñïîñîáñòâóåò áîëåå èíòåíñèâíîìó ïåðåìåøèâàíèþ
ðàññëîåííîé ñðåäû â ýòèõ îáëàñòÿõ â ðåçóëüòàòå îáðóøåíèÿ âîëí. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôîðìóëèðîâêà äàííîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå è àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèÿ â ñëîå êîíå÷íîé òîë-
ùèíû ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé è ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ ââåðõ
è âíèç ïî ïîòîêó. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîëóàíà-
ëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ôðàãìåíòèðîâàííóþ ñòðóêòóðó ïîòîêà íàä
ñëîæíûì ðåëüåôîì äíà. Â ÷àñòíîñòè, îíà õîðîøî âîñïðîèçâîäèò äîìèíèðîâàíèå ãèä-
ðîñòàòè÷åñêîé ìîäû â ïðèäîííîì ñëîå è ïðåäñêàçûâàåò ôîðìèðîâàíèå çàòîïëåííûõ
ñòðóé, ëîêàëèçîâàííûõ íàä íàèáîëåå âûñîêèìè ïîðîãàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-01-03942).
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ÄËß ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ�ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ä.Â. Ìàøêîâ

Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé ðûáîõîçÿéñòâåííûé

óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íîâûõ êëàññîâ çàäà÷ äëÿ ìîäå-
ëåé òåïëî-ìàññîïåðåíîñà. Ñðåäè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé óêàçàííûõ çàäà÷ äëÿ
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òåïëî-ìàññîïåðåíîñà îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû
[1, 2, 3].



Ìåëåøêî Ñ.Â., Ìîøêèí Í.Ï., Ïóõíà÷åâ Â.Â. 73

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàð-
íîé ìîäåëè êîíâåêöèè�äèôôóçèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-
ìè:

−div(λ∇T ) + u · ∇T = f â Ω, T |Γ = 0, (1)

Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3, λ = λ(x) > 0 � òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò
ïðîâîäèìîñòè, u = u(x) � ñêîðîñòü, f(x) � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, Γ �
ãðàíèöà îáëàñòè Ω.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà îäèí
èëè íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíû. Ýòè çàäà÷è ïðèíàäëåæàò êëàññó îáðàòíûõ çà-
äà÷ èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ è êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå
âõîäÿò â èñïîëüçóåìûå ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïòèìèçàöèè, ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäî-
âàíèÿ îáðàòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ èçâåñòíûå ìåòîäû óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (ñì.
[3]). Èìåííî ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â äàííîé ðàáîòå ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè (1). Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàí-
íîãî â [2, 3], äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷,
âûâîäÿòñÿ ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìó-
ìà, èññëåäóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ðàçâèâàþòñÿ
÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè, îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00365-à).
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ÒÅ×ÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÛ ÌÀÊÑÂÅËËÀ
ÂÁËÈÇÈ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÎ×ÊÈ

Ñ.Â. Ìåëåøêî1, Í.Ï. Ìîøêèí2,3, Â. Â. Ïóõíà÷åâ2,3

1Òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Ñóðàíàðè, Íàêîí-Ðàò÷àñèìà, Òàéëàíä
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå äâèæåíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû
Ìàêñâåëëà â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, îãðàíè÷åííîé òâåðäîé íåïðîíèöàåìîé ñòåíêîé;
íà íåé ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ. Ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì âðåìåíåì
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ðåëàêñàöèè τ > 0, ïëîòíîñòüþ è âÿçêîñòüþ. Â êà÷åñòâå îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé
â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè âûáèðàåòñÿ âåðõíÿÿ êîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ [1].
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñîñòîèò èç øåñòè êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìåþùåé êàê âåùåñòâåííûå, òàê è êîìïëåêñíûå õàðàê-
òåðèñòèêè [2]. Íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ u è âåðòèêàëüíàÿ
v êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, äàâëåíèå p è ýëåìåíòû òåíçîðà âÿçêîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé

Sxx = A, Sxy = Syx = B, Syy = C.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà è
ãàëèëååâà ïåðåíîñà ïî îñè x. Åé ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå ðàí-
ãà 2 ñ ïîëåì ñêîðîñòåé u = xfy(y, t), v = −f(y, t). Äåôåêò èíâàðèàíòíîñòè ýòîãî
ðåøåíèÿ ðàâåí ïÿòè.

Ïîëíîñòüþ îïèñàí ïîäêëàññ ðåøåíèé äàííîãî âèäà, îïèñûâàþùèé ñòàöèîíàðíûå
äâèæåíèÿ. Îñíîâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ A íå çàâèñèò îò x, ôóíê-
öèÿ B ëèíåéíà, à ôóíêöèè p è C êâàäðàòè÷íû ïî x. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îïè-
ñûâàåò òå÷åíèå ñðåäû Ìàêñâåëëà âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè x = y = 0. Ïðè y → ∞
òå÷åíèå ñîïðÿãàåòñÿ ñ ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì u = kx, v = −ky (k = const > 0). Ïðè
τ → 0 ðåøåíèå ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå Õèìåíöà [3], îïèñûâàþùåå òå÷å-
íèå âÿçêîé æèäêîñòè. Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ïîëåé ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèé â øèðîêîì
äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ = kτ . Çíà÷åíèå λ = 1/2 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì: A → ∞
ïðè y → ∞.

Â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å íàéäåíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Íàèáîëåå âàæåí ñëó÷àé ñ óêàçàííîé âûøå çàâèñèìîñòüþ èñêîìûõ ôóíê-
öèé îò x. Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ïîñëå ïåðåõîäà ê ëàãðàíæåâûì êîîðäè-
íàòàì ñâîäèòñÿ ê ñëàáî íåëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå è êâàäðàòóðå. Äàííàÿ
ñèñòåìà èìååò äâå �çâóêîâûå� õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âîëíû ñäâèãà,
è òðåõêðàòíóþ òðàåêòîðíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Èçó÷åíû ñëàáûå ðàçðûâû åå ðåøåíèé.
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Ìîäåëü óïðóãîâÿçêîé ñðåäû Ìàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûõ ìîäåëåé â äèíàìèêå ðåîëîãè÷åñêèõ ñðåä. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîáùåíèå ìîäåëè
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óïðóãîâÿçêîé ñðåäû Ìàêñâåëëà íà ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé áûëî ñäåëàíî Ñ.Ê. Ãî-
äóíîâûì [1]. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ìàòå-
ìàòè÷åñêè åäèíîîáðàçíî îïèñûâàòü âñå ñîñòîÿíèÿ ñðåäû îò óïðóãîãî äî ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîãî. Íà îñíîâå äàííîãî îáîáùåíèÿ â ðàáîòàõ àâòîðà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ìàêñâåëëîâñêîãî òèïà äëÿ êîíêðåòíûõ ñðåä, â ðàìêàõ êîòîðûõ
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñî÷åòàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä â ôîðìóëèðîâêå îñíîâ-
íûõ óðàâíåíèé ìîäåëè ñ ó÷åòîì ìèêðîñòðóêòóðíûõ ìåõàíèçìîâ íåîáðàòèìîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ ìîäåëåé âêëþ÷àþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è
ýíåðãèè è óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå. Ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ïðè íåøàðîâîì òåíçîðå äåôîðìà-
öèé è çàâèñèìîñòÿìè äëÿ âðåìåí ðåëàêñàöèè õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ (êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, óäåëüíîãî îáúåìà, òåïëîâîãî ïîòîêà è ò.ä.). Çàâèñèìîñòè äëÿ âðåìåí
ðåëàêñàöèè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé îá ýâîëþöèè àíñàìáëåé
äåôåêòîâ ñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé, îòâå÷àþùèõ çà ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðåëàêñàöèîííûé ïðîöåññ.

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ óäàðíî-âîëíîâîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû
âàðèàíòû ìåòîäîâ ðàñïàäà ðàçðûâîâ è ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì [2, 3].
Ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåí ðÿä ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ìîäåëèðóþùèõ ðåàëüíûå óäàðíî-
âîëíîâûå ïðîöåññû â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ è ïîëèìåðíûõ ñðåäàõ. Ïðàêòè÷åñêè âî
âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

×àñòü èññëåäîâàíèé âûïîëíåíà ïðè âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîñ-
ñèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 12-01-00726, 16-01-
00468).
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ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÍÀÄ ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÌ ÑÒÎÊÎÌ

À.À. Ìåñòíèêîâà1,2, Â.Í. Ñòàðîâîéòîâ1,2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à î ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ñâåðõó è ïðÿìîëèíåéíûì
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ãîðèçîíòàëüíûì äíîì ñíèçó. Íèæíÿÿ ãðàíèöà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîíèöàåìîé âñþ-
äó, êðîìå îäíîé òî÷êè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí ñèíãóëÿðíûé òî÷å÷íûé ñòîê çàäàííîé
èíòåíñèâíîñòè. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòà ãðàíèöà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé (äèíàìè÷åñêîå óñëî-
âèå) è âåêòîð ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê íåé (êèíåìàòè÷å-
ñêîå óñëîâèå). Ïîëå ñêîðîñòè âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî åãî
ïîòåíöèàë è ôóíêöèÿ òîêà ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

x

y
g

Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è îáîáùåííîãî ìåòîäà Ëåâè � ×èâèòà âû-
âåäåíî óðàâíåíèå òèïà Íåêðàñîâà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ýòî óðàâíåíèå òî÷íî
îïèñûâàåò ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷èñåë Ôðóäà, ïðåâûøà-
þùèõ íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â
ýòîì ðåøåíèè ïîëå ñêîðîñòè ñòðåìèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ê ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîãî
ïîòîêà. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ìîíîòîííî ñíèæàåòñÿ ïðè äâèæåíèè îò áåñêîíå÷íûõ
óäàëåííûõ òî÷åê è â òî÷êå íàä ñòîêîì îáðàçóåò êàñï, òî åñòü êàñàòåëüíàÿ ê íåé
ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíîé.

ÇÀÌÅÍÀ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Â ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ ÂÎËÍ ÍÀ ÂÎÄÅ

Â.È. Íàëèìîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â çàäà÷àõ î âîëíàõ íà âîäå âàæíóþ ðîëü èãðàåò îïåðàòîð Äèðèõëå � Íåéìàíà.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà Γ(t) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì yn+1 = h(t, y)
(y ∈ Rn) è J2 = 1 + |∇̄h|2. Îïåðàòîð Äèðèõëå � Íåéìàíà h 7→ G(h) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

G(h)φ = J
∂Φ

∂ν⃗

∣∣∣∣
Γ

,

ãäå ν⃗ � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, Φ � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè
òå÷åíèÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ φ íà Γ. Ïóñòü Rn ∋ x 7→ yi = ξi(t, x)
(i = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ â ìîìåíò
âðåìåíè t. Òîãäà ðàâåíñòâîì G(ξ)(φ ◦ ξ) = (G(h)φ) ◦ ξ îïðåäåëåí îïåðàòîð ξ 7→ G(ξ).
Ïóñòü, äàëåå,

J2 = det(ξ′
∗
ξ′); a = J2(ξ′

∗
ξ′)−1, e⃗i =

∂ξ⃗

∂xi
(i = 1, 2, . . . , n), e⃗n+1 = Jν⃗,
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è φ� çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîñëå ïàðàìåòðèçàöèè
Γ. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âîëí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂φ

∂t
= q +

1

J
∇⃗φ ·

(
w⃗ − 1

J
a∇⃗φ

)
,

∂ξ⃗

∂t
=

1

J

n∑
i=1

wie⃗i +
1

J2
Gφ.

Çäåñü

q =
1

2J2
((Gφ)2 + a∇⃗φ · ∇⃗φ)− gξn+1,

à w⃗ = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Rn � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Åñëè ââåñòè íîð-

ìàëüíóþ v = J−1Gφ è êàñàòåëüíóþ u⃗ = J−1∇⃗φ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ïîëîæèòü

q =
1

2

(
v2 + au⃗ · u⃗

)
− gξn+1, ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∂

∂t
(Ju⃗) = ∇⃗(q + (w − au⃗) · u⃗), ∂

∂t
(Jv) = −Gq + div(v(w⃗ − au⃗)),

∂ξ⃗

∂t
=

1

J

n∑
i=1

wie⃗i +
v

J
e⃗n+1.

Âîïðîñ î ¾íàèëó÷øåì¿ âûáîðå âåêòîðíîé ôóíêöèè w⃗ îòêðûò. Ðåàëüíûìè êàæóòñÿ
äâå âîçìîæíîñòè � ïîëîæèòü ëèáî w⃗ = 0⃗, ëèáî w⃗ = au⃗. Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êè
ãðàíèöû Γ äâèæóòñÿ ïî íîðìàëè ê íåé, âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê
ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà. Äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé óðàâíåíèÿ âîëí íà âîäå â
ôîðìå Ëàãðàíæà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Ju⃗ · τ⃗)t = qx, (Ju⃗ · ν⃗)t = −Gq, ξ⃗t = u⃗.

Çäåñü u⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè íà Γ, τ⃗ è ν⃗ � åäèíè÷íûå êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé
âåêòîðû ê Γ, à q = 1

2
|u⃗|2 − gξ2.

ÒÅ×ÅÍÈÅ ÌÈÊÐÎÏÎËßÐÍÛÕ È ÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â ß×ÅÉÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ

Â.Â. Íåâåðîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà òðåáóþò èçó÷åíèÿ ïåðåíîñà âÿç-
êîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòüþ ïðîïïàíòà â òðåùèíå ÃÐÏ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [1], êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò íå òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ïðîïïàíòà ñ
æèäêîñòüþ, íî è âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïðîïïàíòà ìåæäó ñîáîé. Ìîäåëü îñíîâàíà íà
ïîíÿòèè êîíòèíóóìà Êîññåðà, â êîòîðîì êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà òðàêòóåòñÿ
êàê òâåðäîå òåëî. Íàëè÷èå ñïèíà ÷àñòèö ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
åùå îäèí òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé � ãðàäèíò ñïèíà. Àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ äëÿ òå÷åíèé ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî
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ìîãóò âîçíèêàòü çîíû òâåðäîòåëüíîãî òå÷åíèÿ äâóõ òèïîâ: â çîíå ïåðâîãî òèïà îáðà-
ùàþòñÿ â íîëü îáà òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé, à â çîíà âòîðîãî òèïà îáðàùàåòñÿ
â íîëü òîëüêî ãðàäèåíò ñïèíà.

Àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíî òå÷åíèå ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà äàâ-
ëåíèÿ â ÿ÷åéêå Õåëå-Øîó. Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå çàêîíà Äàðñè, êîòîðûé ñâÿçûâàåò
ñðåäíþþ ïî òîëùèíå ñêîðîñòü è ãðàäèåíò äàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ýô-
ôåêò ïðåäåëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ó÷åò ìèêðîâðàùåíèé ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ êàæóùåéñÿ âÿçêîñòè è âåëè÷èíû ïðåäåëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ðåçóëüòàò
ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé äèëàòàíòíûõ è ïñåâäîïëàñòè÷åñêèõ æèäêîñòåé Õåðøåëü �
Áàëêëè.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÃÍÅÍÍÛÕ ÂÈÕÐÅÉ

À.Ã. Îáóõîâ1, Ä.Ä. Áàðàííèêîâà2

1Òþìåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòåãàçîâûé óíèâåðñèòåò
2Òþìåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [1] áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîç-
ìîæíîñòü ôèçè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîíöåíòðèðîâàííûõ îãíåííûõ âèõ-
ðåé â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ çàêðó÷èâàþùèõ óñòðîéñòâ.

Â ðàáîòå [2] ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ òåïëîâûõ âîñõîäÿùèõ çàêðó÷åííûõ
ïîòîêîâ áûëà îáíàðóæåíà îñîáåííîñòü ïîâåäåíèÿ äâèæóùåãîñÿ ïîòîêà ãàçà â íà-
÷àëüíûå ìîìåíòû ôîðìèðîâàíèÿ âîñõîäÿùåãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà ïðè ëîêàëüíîì
íàãðåâå íèæíåé ïëîñêîñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íà ãðàíèöå îáëàñòè íàãðåâà âîçíèêà-
þò âñòðå÷íûå ïîòîêè, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå çàêðóòêè.

Äàííûé ôàêò, à òàêæå íàáëþäàþùèåñÿ â ïðèðîäå îãíåííûå âèõðè ïîñëóæèëè
òîë÷êîì äëÿ ôîðìóëèðîâêè è ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Â ðà-
áîòå [3] ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè, ïåðåäàþùåå âîçíèêíîâåíèå çàêðóòêè ãàçà îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ â Ñåâåð-
íîì ïîëóøàðèè âáëèçè ïëàâíî íàãðåâàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà
íåíóëåâîãî ðàäèóñà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ çàêðó÷åííîå òå÷åíèå âîçäóõà âîêðóã
ïëàâíî íàãðåâàþùåãîñÿ öèëèíäðà â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿæåñòè è Êîðèîëèñà.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûáðàí íàáîð ïÿòè ôóíêöèé [2], ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûì
ðåøåíèåì ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ïðè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåí-
òàõ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áûëè âçÿòû �óñëîâèÿ íåïðîòå-
êàíèÿ� (âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ), à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà âñåõ ãðàíÿõ � �óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè�.
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Ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î ñëîæíîé ñòðóêòóðå âîçíè-
êàþùåãî òå÷åíèÿ, åãî ÿðêî âûðàæåííîé íåñòàöèîíàðíîñòè. Óñòàíîâëåíî îòðèöàòåëü-
íîå íàïðàâëåíèå çàêðóòêè òå÷åíèÿ âîçäóõà, âîçíèêøåãî ïðè íàãðåâàíèè âåðòèêàëü-
íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûâîäàì óêàçàííûõ âûøå ðàáîò.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò �3023).
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öåíòðèðîâàííûõ îãíåííûõ âèõðåé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíóäèòåëüíîé çàêðóòêè.
ÄÀÍ. 2014. Ò. 456. �2. Ñ. 159�161.

2. Îáóõîâ À. Ã., Áàðàííèêîâà Ä.Ä. Îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ ãàçà â íà÷àëüíîé ñòà-
äèè ôîðìèðîâàíèÿ òåïëîâîãî âîñõîäÿùåãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà. Èçâåñòèÿ âóçîâ.
Íåôòü è ãàç. 2014. �6. Ñ. 65�70.

3. Áàóòèí Ñ.Ï., Êðóòîâà È.Þ., Îáóõîâ À. Ã. Çàêðóòêà îãíåííîãî âèõðÿ ïðè ó÷åòå
ñèë òÿæåñòè è Êîðèîëèñà. Òåïëîôèçèêà âûñîêèõ òåìïåðàòóð. 2015. Ò. 53, �6.
Ñ. 961�964.

Î ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÕ ÑÕÅÌÛ ÊÀÁÀÐÅ

Â.Â. Îñòàïåíêî1,2, Î.À. Êîâûðêèíà1, Í.À. Çþçèíà1

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëà ïðåäëîæåíà òð¼õñëîé-
íàÿ ïî âðåìåíè è äâóõòî÷å÷íàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñõåìà Upwind Leapfrog [1], êîòîðàÿ
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé è óñëîâ-
íî óñòîé÷èâîé ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r ∈ (0, 1]. Äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé ñõåìû áûë
ïðîâåäåí â ðàáîòå [2], â êîòîðîé ñ ó÷¼òîì êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñâîåãî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî øàáëîíà îíà áûëà íàçâàíà ñõåìîé ÊÀÁÀÐÅ. Îñíîâíûå äîñòîèíñòâà ýòîé ñõåìû
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî îíà çàäàíà íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâåííîì øàáëîíå, ÿâëÿåò-
ñÿ îáðàòèìîé ïî âðåìåíè è òî÷íîé ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Êóðàíòà r = 0.5 è
r = 1, ÷òî íàäåëÿåò å¼ óíèêàëüíûìè äèññèïàòèâíûìè è äèñïåðñèîííûìè ñâîéñòâàìè.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè áûë ðàçðàáîòàí
áàëàíñíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âàðèàíò ñõåìû ÊÀÁÀÐÅ [3], êîòîðûé ñ ó÷¼òîì êîððåê-
öèè ïîòîêîâûõ ïåðåìåííûõ (íåîáõîäèìîé äëÿ ìîíîòîíèçàöèè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ
íà óäàðíûõ âîëíàõ) ïîêàçàë âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè ðàñ÷¼òå êëàññè÷åñêîãî òåñòà Blast
Wave.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåä¼í àíàëèç ìîíîòîííîñòè äâóõñëîéíîé ïî âðåìåíè ñõå-
ìû ÊÀÁÀÐÅ, àïïðîêñèìèðóþùåé ãèïåðáîëè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñî çíàêîïåðåìåííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîëÿìè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ìîíîòîííî-
ñòè ýòîé ñõåìû â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê èìååò
ïîñòîÿííûé çíàê. Ïîëó÷åíû òàêæå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ìîíîòîííîñòü è ïîâû-
øåííóþ òî÷íîñòü ñõåìû ÊÀÁÀÐÅ â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ çâóêîâûå ëèíèè, íà êîòî-
ðûõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê àïïðîêñèìèðóåìîãî óðàâíåíèÿ ìåíÿåò
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çíàê. Ïðèâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷¼òû, èëëþñòðèðóþùèå äàííûå ñâîéñòâà ñõåìû ÊÀ-
ÁÀÐÅ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00333).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Iserles A. Generalized leapfrog methods. IMA Journal of Numerical Analysis. 1986.
V. 6. �. 3. P. 381�392.

2. Ãîëîâèçíèí Â.Ì., Ñàìàðñêèé À.À. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíîñà ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñùåïëåíèåì âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé Ìàòåì. ìî-
äåëèðîâàíèå. 1998. Ò. 10. �1. Ñ. 86�100.

3. Ãîëîâèçíèí Â.Ì. Áàëàíñíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêèþ Äîêë. ÐÀÍ. 2005. Ò. 403. �4. Ñ. 1�6.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÑÂÅÄÅÍÈÅÌ Ê ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÌÓ ÓÐÀÂÍÅÍÈÞ ÕÎÏÔÀ

Ì.Â. Ïàâëîâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, êàê äëÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé òèïà Õîõëîâà � Çàáî-
ëîöêîé ìîæíî ñòðîèòü ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îäíîãî
àðãóìåíòà.

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß ÄÂÓÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

Â ÏÎÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ

À.À. Ïàïèí, À.Í. Ñèáèí

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîå äâèæåíèå äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé â
äåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ êàæäîé èç æèä-
êîñòåé è ïîðèñòîé ñðåäû, çàêîíû Äàðñè è Ëàïëàñà äëÿ æèäêîñòåé, à òàêæå ðåîëî-
ãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîðèñòîñòè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà èìåþò âèä [1, 2]

∂

∂t

(
ϕ

1− ϕ
si

)
+
∂

∂x

(
ϕsi(ui−u3)

)
=0, siϕ(ui−u3) = −K0

k0i
µi

(
(1− ϕ)

∂pi
∂x

− ρ0i g

)
, i = 1, 2,
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s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(x, s),
∂(1− ϕ)

∂t
+ (1− ϕ)2

∂u3
∂x

= 0,

(1− ϕ)
∂u3
∂x

= −a1(ϕ)pe − a2(ϕ)
∂pe
∂t

, (1− ϕ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, pe = ptot − pf ,

ptot = ϕpf +(1−ϕ)ps, ρtot = ϕρf +(1−ϕ)ρ03, ρf = ϕ(s1ρ
0
1 + s2ρ

0
2), pf = s1p1 + s2p2.

Çäåñü ϕ � ïîðèñòîñòü, u⃗i � ñêîðîñòü i-é ôàçû (i = 1, 2, 3), si è pi � íàñûùåííîñòü
è äàâëåíèå æèäêîé ôàçû (i = 1, 2), ps � äàâëåíèå òâåðäîé ôàçû, pe � ýôôåêòèâíîå
äàâëåíèå. Çàäàííûå ôóíêöèè: ρ0i = const � èñòèííûå ïëîòíîñòè (i = 1, 2, 3), pc(x, s1)
� êàïèëëÿðíûé ñêà÷îê äàâëåíèé, ξ(ϕ) è βt(ϕ) � êîýôôèöèåíòû îáúåìíîé âÿçêîñòè
è îáúåìíîé ñæèìàåìîñòè ãîðíîé ïîðîäû, g⃗ � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷íûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîðøíåâîãî
âûòåñíåíèÿ æèäêîñòåé â ïîðîóïðóãîé ñðåäå [3, 4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíè-
ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè � 2014/2, Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-08-00291).
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íèÿ æèäêîñòåé â ïîðîóïðóãîé ñðåäå. Èçâåñòèÿ ÀëòÃÓ. 2016. Âûï. 1/1.

Î ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÍÎÉ ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÊÅ ÀÐÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ
ÀÍÅÂÐÈÇÌ ÑÎÑÓÄÎÂ ÃÎËÎÂÍÎÃÎ ÌÎÇÃÀ

Ä.Â. Ïàðøèí1, À.À. ×åðåâêî1,2, È. Â. Óôèìöåâà2, Ê.Þ. Îðëîâ3,
À.Ë. Êðèâîøàïêèí3, À.Ï. ×óïàõèí1,2

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3ÍÍÈÈ ïàòîëîãèè êðîâîîáðàùåíèÿ èì. àê. Å.Í. Ìåøàëêèíà, Íîâîñèáèðñê

Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ñîñóäèñòûõ
ïàòîëîãèé ãîëîâíîãî ìîçãà. Áîëåå ïîëîâèíû òàêèõ ïàöèåíòîâ âûÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíî â
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õîäå ïðîâåäåíèÿ ñïåöèàëüíîé äèàãíîñòèêè (ÌÐÒ, ÊÒ, àíãèîãðàôèè ñîñóäîâ ãîëîâíî-
ãî ìîçãà). Îñòàâøàÿñÿ ïîëîâèíà äèàãíîñòèðóåòñÿ çà÷àñòóþ ïî âíåøíèì ïðîÿâëåíèÿì
ïàòîëîãèè (âûïó÷èâàíèå ãëàçà, àñèììåòðèÿ ÷åðåïà è äðóãèå) ëèáî âñëåäñòâèå íåé-
ðîëîãè÷åñêîãî äåôèöèòà ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà (ñóäîðîãè, ãîëîâíûå áîëè è ïðî÷èå).
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äèàãîíîñòèêè ïàòîëîãèé ñîñóäèñòîãî
ðóñëà òèïà àíåâðèçìû íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êðîâîòîêà áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ âèçóàëèçàöèè. Â îñíîâå ðàáîòû ëåæèò ìîäåëü ãåìîäèíàìèêè,
îïèñûâàåìàÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

εq ′′ + (a1 + a2q + a3q
2)q ′ + (b1q + b2q

2 + b3q
3) = ku, u = u(t), q = q(t), (1)

ãäå k, ai � êîíñòàíòû, u = u(t), q = q(t) � îáåçðàçìåðåííûå ñêîðîñòü è äàâëåíèå â
ñîñóäå ñîîòâåòñòâåííî. Îáðàáîòêà êëèíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óðàâ-
íåíèå õîðîøî îïèñûâàåò òå÷åíèå êðîâè â ñîñóäàõ ãîëîâíîãî ìîçãà [1]. Ïðè ìàòåìà-
òè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ è ïîëàãàåòñÿ u(t) = k sin 2πωt.

Õàðàêòåðíîå êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê â ìåñòàõ ïðîâåäåííûõ èçìåðåíèé
äëÿ ïàöèåíòà K1.

Óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò íåëèíåéíûå ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ êðîâåíîñíîé ñè-
ñòåìû ãîëîâíîãî ìîçãà. Èññëåäîâàíèþ ïîäîáíûõ ðåøåíèé ïîñâÿùåíî äîâîëüíî ìíî-
ãî ðàáîò, íàïðèìåð [2, 3, 4]. Èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè æèâûõ ñèñòåì [5]
îáóñëîâëåíî ñïåöèôèêîé �áûñòðî-ìåäëåííûõ� ðåøåíèé, êîãäà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñè-
ñòåìà ïåðåõîäèò îò îäíîãî ðåæèìà ê äðóãîìó (íàïðèìåð, îò çäîðîâîãî ê áîëüíîìó).
Ïîñòðîåíà êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê ìåäëåííîé ñèñòåìû äàííîãî óðàâíåíèÿ â
çàâèñèìîñòè îò êîíñòàíò ñèñòåìû è ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû î êîëè÷åñòâå îñîáûõ òî÷åê íà èíòåðâàëå {q ∈ [−1, 1]×ω ∈ (0, 1]} îïðåäåëÿþò
ýêñïåðèìåíòàëüíûé êðèòåðèé íàëè÷èÿ àíåâðèçìû â ñîñóäå â òåðìèíàõ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00036).
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÓÅÄÈÍÅÍÍÛÕ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ÂÎËÍ

Å. Ã. Ïåðåâàëîâà

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîëíîâûõ äâèæåíèé ñëàáîñòðàòèôèöè-
ðîâàííîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîíîâûé ïðîôèëü
ïëîòíîñòè æèäêîñòè çàâèñèò ýêñïîíåíöèàëüíî îò ãëóáèíû. Â òàêîé ñèòóàöèè ïàðà-
ìåòðû âîëíîâîãî äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü íåëèíåéíîé âîëíû, åå àìïëèòóäà è ò.ï.) îïðå-
äåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòîì, çàäàþùèì òîíêóþ ñòðóêòóðó ñòðàòèôèêàöèè [1]. Â äàí-
íîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïëîòíîñòè
ïî êðèâîé àìïëèòóäíîé äèñïåðñèè äëÿ óåäèíåííûõ âîëí. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ
[2] ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Â äîêëàäå àíà-
ëèçèðóåòñÿ ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè åãî ðåøåíèé â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
îïèñûâàþùèõ âîçìóùåíèÿ ñòðàòèôèêàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-01-03942).
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Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èçó÷åíèþ óñòîé÷èâî-
ñòè ìèêðîñòðóè ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà è âëèÿíèþ àêóñòèêè, ÿâëÿåòñÿ [1].
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ìèêðîòå÷åíèé çíà÷èòåëüíî âîçðîñ, ÷òî ñâÿ-
çàíî ñ ðàçâèòèåì ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ìèíèàòþðíûõ
ðàçìåðîâ. Ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìèêðîñòðóé â òàêèõ ïðîöåññàõ,
êàê ìèêðîîõëàæäåíèå ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, ìèêðîîáðàáîòêà, ïðîèçâîäñòâî íàíî-
ïîðîøêîâ, ïåðåìåøèâàíèå ìèêðîîáúåìîâ ðàñòâîðîâ â õèìè÷åñêîé è áèîëîãè÷åñêîé
ïðîìûøëåííîñòÿõ è ò.ä. Àêóñòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ëàìèíàðíóþ ñòðóþ ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ â ñäâèãîâûõ ñëîÿõ ñòðóè ìíîãî÷èñëåííûõ òóðáóëåíòíûõ âèõðåé ðàç-
ëè÷íîãî âèäà è ìàñøòàáà. Öåëü àêóñòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñòðóþ � äàòü îñíî-
âó äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè
âèõðåâûìè ñòðóêòóðàìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåöèôè÷åñêèå ìåõàíèçìû òàêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìîãëè áûòü èññëåäîâàíû â äåòàëÿõ.

Ïî äàííûì ôîòî- è âèäåîðåãèñòðàöèè êàðòèíû òå÷åíèÿ áûëè âûÿâëåíû õàðàêòåð-
íûå îñîáåííîñòè ðåæèìîâ òå÷åíèÿ ñòðóè â àêóñòè÷åñêîì ïîëå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà
ðèñóíêå ïðèâåäåíû õàðàêòåðíûå âèäû ñòðóêòóðû ñòðóè ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà (Re = 111÷ 275), ïîäâåðæåííûõ âîçäåéñòâèþ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ ÷àñòîòîé
50÷340 Ãö.
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Àðòåðèîâåíîçíàÿ ìàëüôîðìàöèÿ ìîæåò àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòüñÿ ïîðèñòîé ñðå-
äîé â ñèëó õàîòè÷åñêîãî íåóïîðÿäî÷åííîãî ðàñïîëîæåíèÿ âûðîæäåííûõ ñîñóäîâ ðàç-
ëè÷íûõ ìàëûõ äèàìåòðîâ (îò 0.01 äî 1ñì), îñóùåñòâëÿþùèõ øóíòèðîâàíèå êðîâè èç
àðòåðèè â âåíó. Ïðîöåññ ýìáîëèçàöèè îïèñûâàåòñÿ â ýòîé ìîäåëè âíåäðåíèåì â ïî-
ðèñòóþ ñðåäó, çàïîëíåííóþ æèäêîñòüþ (êðîâüþ), äðóãîé æèäêîñòè (ýìáîëèçàòà),
íåñìåøèâàþùåéñÿ ñ ïåðâîé.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü èìååò äâå íîâûå ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè.
1. Íà ïðîöåññ ýìáîëèçàöèè íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå îá îãðàíè÷åíèè óäåëüíîé

íàãðóçêè íà óçåë ÀÂÌ ïðè ýìáîëèçàöèè. Ýòî òðåáîâàíèå ñëåäóåò èç íåéðîõèðóðãè-
÷åñêîé ïðàêòèêè è îáîñíîâàíî íà ãèäðàâëè÷åñêîé ìîäåëè ýìáîëèçàöèè ÀÂÌ [1]. Îíî
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå îãðàíè÷åíèÿ

△E/V ≤ Wmax, (1)

ãäå △E � ýíåðãèÿ, ðàññåèâàþùàÿñÿ â ÀÂÌ çà åäèíèöó âðåìåíè. Îíà ðàâíà ðàçíî-
ñòè ïîòîêîâ ýíåðãèè íà âõîäå â ÀÂÌ è âûõîäå èç íå¼, V � îáú¼ì ÀÂÌ, Wmax �
ïðåäåëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå óäåëüíîé íàãðóçêè.

2. Ïðîöåññ ýìáîëèçàöèè îïèñûâàåòñÿ êàê ïðîöåññ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êî-
òîðîì, óïðàâëÿÿ êîíöåíòðàöèåé ýìáîëèçàòà íà âõîäå â ÀÂÌ, íóæíî äîáèòüñÿ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîé å¼ ýìáîëèçàöèè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(1).

Ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ëèáî
(à) íàñûùåííîñòü êðîâè íà âõîäå â ÀÂÌ äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî çíà÷å-
íèÿ, ÷òî îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ïîäà÷ó ýìáîëèçàòà, ëèáî (á) â ïðîöåññå ýìáîëèçàöèè
ïîñòîÿííî ïîääåðæèâàåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ íàãðóçêà Wmax. Êîíñòðóêòèâíîå
ïîñòðîåíèå òàêîãî óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00036).
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Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èì. À.Í. Òóïîëåâà � ÊÀÈ

Êîëåáàíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñèñòåìàòè÷åñêè íà÷àëè èçó÷àòüñÿ Ñòîê-
ñîì [1]. Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíî òî÷íîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðîå
çàòóõàíèå âîëíîâûõ äâèæåíèé, êîòîðûå âûçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿ-
ìè ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äàííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ æèäêîñòåé, ïðè
îïèñàíèè êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ñëàãàåìûìè â ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé ñêîðîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è Ñòîêñà èìååò
ñâîè îãðàíè÷åíèÿ. Èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû [2], ãäå î÷åð÷åíà îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû. Â ýòîé æå ðàáîòå [2] íàáëþäàåòñÿ óñèëåíèå
êîëåáàíèé æèäêîñòè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ãðàíèöû.

Ïåðâûì øàãîì íà ïóòè óòî÷íåíèÿ êëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî ðåøåíèÿ Ñòîêñà äîë-
æåí ñòàòü ó÷åò êîíâåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè Íàâüå � Ñòîêñà. Äëÿ ýòîãî
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñêîðîñòåé:

Vx = U (z, t) + u (z, t) y, Vy = V (z, t) .

Ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé íåîáõîäèìî ðåøèòü ñâÿçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè.
Äàííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò îïèñûâàåò óñèëåíèå êîëåáàíèé æèäêîñòè ïî ñðàâíåíèþ
ñ çàäàííûì êðàåâûì ðåæèìîì. Óñèëåíèå âîëí îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì âåðòèêàëüíîé
êîìïîíåíòû çàâèõðåííîñòè, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì u (z, t)
ñêîðîñòè Vx. Ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ áåçðàçìåðíîãî ÷èñëà kh, ãäå
k � âîëíîâîå ÷èñëî, à h � òîëùèíà ñëîÿ æèäêîñòè. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî
â ïîëå ñèë Êîðèîëèñà óñèëåíèå âîëí Ñòîêñà íåâîçìîæíî. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïåðå-
õîä ê íåèíåðöèàëüíîé (âðàùàþùåéñÿ) ñèñòåìå êîîðäèíàò âîçìîæåí â ðàìêàõ êëàññà
òî÷íûõ ðåøåíèé, â êîòîðîì ñêîðîñòè ëèíåéíî çàâèñÿò îò ÷àñòè êîîðäèíàò,

Vx = U (z, t) + Ωy, Vy = V (z, t)− Ωx.

Çäåñü Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä îá óñèëåíèè âîëí â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè òîëüêî çà ñ÷åò ñèë
èíåðöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè è ìîãóò âûçûâàòü âåðòèêàëüíóþ
çàâèõðåííîñòü æèäêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ, ÃÐ No 01201354600.
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ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ: ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

È ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ

Å.È. Ðîìåíñêèé1,2, Ì. Äóìáñåð3, È.Ì. Ïåøêîâ1,4, Î. Çàíîòòè3

1Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Óíèâåðñèòåò Òðåíòî, Èòàëèÿ
4Óíèâåðñèòåò Ïî, Ôðàíöèÿ

Êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ìîäåëè Íàâüå
� Ñòîêñà, â êîòîðîé òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåíçîðà ñêîðî-
ñòåé äåôîðìàöèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé, ñî-
äåðæàùèõ âòîðûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ñêîðîñòåé. Àëüòåðíàòèâíûé ïîä-
õîä ê ìîäåëèðîâàíèþ âÿçêèõ æèäêîñòåé âîñõîäèò ê èäåå ß.È. Ôðåíêåëÿ [1] î òîì,
÷òî æèäêîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òâåðäîå òåëî ñ ìàëûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Óêàçàííûé ïîäõîä ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ìàêñâåëëîâñêîé óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû [2]. Â äàííîé ìîäåëè ñîñòîÿíèå ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ñêîðî-
ñòåé è ïîëåì óïðóãîé äèñòîðñèè, ñâÿçàííîé ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Ñîïðîòèâëåíèå
ñäâèãó â òàêîé ñðåäå êîíòðîëèðóåòñÿ ðåëàêñàöèåé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïðè÷åì
ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè � íåëèíåé-
íîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò íàïðÿæåíèé è òåìïåðàòóðû. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
ìîäåëè ñîñòîÿò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ýíåðãèè, èìïóëüñà è óðàâíåíèé ýâî-
ëþöèè äèñòîðñèè è îáðàçóþò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó [3]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
îïðåäåëåííîì âûáîðå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðåëàêñàöèè êàñàòåëü-
íûõ íàïðÿæåíèé îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû ñôîðìóëèðîâàííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü
äàåò ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Ýòî äåìîíñòðèðóåòñÿ
ðÿäîì ðåøåíèé òåñòîâûõ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû òàêèå çàäà÷è, êàê ïåðâàÿ çàäà÷à
Ñòîêñà, òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ, çàäà÷à Áëàçèóñà î ïîãðàíè÷íîì ñëîå, çàäà÷à î ñäâèãîâûõ
òå÷åíèÿõ è ò.ä.
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ÆÅÑÒÊÈÌ ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ

Å.Ì. Ðóäîé

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìàøèíîñòðîåíèè, àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêå, ãðàæäàíñêîì
ñòðîèòåëüñòâå è äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êîìïîçè-
öèîííûå ìàòåðèàëû, òàê êàê òàêèå ìàòåðèàëû óâåëè÷èâàþò ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà
è íåñóùèå ñïîñîáíîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ïîä êîìïîçèöèîííûì ìàòåðèàëîì
ïîíèìàåòñÿ íåîäíîðîäíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç íåñêîëüêèõ ìàòåðèàëîâ è
òåë, ñâîéñòâà è ïîâåäåíèå êîòîðûõ ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. Â
÷àñòíîñòè, êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ìîãóò ñîñòîÿòü èç óïðóãîé ñðåäû, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò òîíêèå æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ (íàçûâàåìûå òàêæå àíòèòðåùèíàìè). Â ñèëó
ïëîõîé àäãåçèîííîé ñïîñîáíîñòè òîíêèõ âêëþ÷åíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü îòñëîåíèå èõ
îò óïðóãîé ìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî â êîìïîçèòíîì òåëå ïîÿâëÿþòñÿ òðåùèíû
îòñëîåíèÿ. Ïðè ýòîì íàëè÷èå òðåùèí ñíèæàåò æåñòêîñòü è ïðî÷íîñòü êîìïîçèòîâ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïëîñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåëà, èìåþùåãî òîí-
êîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå, êîòîðîå îòñëàèâàåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû îò óïðóãîé ìàòðèöû.
Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è, îñíîâàííûé íà äâóõ ïîäõîäàõ: ìåòîäå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè [1], êîòîðûé
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì.,
íàïðèìåð, [2, 3, 4, 5]), è àëãîðèòìå Óäçàâû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ
ýòîãî èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè. Íà êàæäîì èòåðàöèîííîì
øàãå ðåøàåòñÿ äâå ëèíåéíûå çàäà÷è, îäíà èç êîòîðûõ îïèñûâàåò ðàâíîâåñèå óïðó-
ãîãî òåëà ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå. Íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, îíà ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèå íà ðåøåíèå. Ñòðîèòñÿ
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñâåñòè ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ çàäà÷
Äèðèõëå. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 15-11-10000).
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Î ÒÅÐÌÎÄÈÔÔÓÇÈÈ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÑÌÅÑÅÉ
ÏÐÈ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÏÅÐÅÍÎÑÀ

È.È. Ðûæêîâ, È.Â. Ñòåïàíîâà

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ñòàöèîíàðíîãî è íåñòàöèîíàðíîãî òåïëîìàñ-
ñîïåðåíîñà áèíàðíîé ñìåñè â ïëîñêîì ñëîå, ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû êîòîðîãî ïîä-
äåðæèâàþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ òåìïåðàòóðàõ. Ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âû-
çûâàåò ðàçäåëåíèå ñìåñè ïîä äåéñòâèåì ýôôåêòà òåðìîäèôôóçèè. Òàêàÿ êîíôèãó-
ðàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è òåðìîäèôôóçèè â
ñìåñÿõ [1]. Ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè â ñìåñè îïèñûâàþòñÿ îä-
íîìåðíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà òåïëà è ìàññû. Íà ãðàíèöàõ ñëîÿ çàäàþòñÿ çíà-
÷åíèÿ òåìïåðàòóðû, à òàêæå ñòàâèòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ äèôôóçèîííîãî ïîòîêà
ìàññû. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è çàäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå íà
ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ ñìåñè, â íåñòàöèîíàðíûõ ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ çàäàþòñÿ èçâåñòíûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ñìåñè.
Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ó÷åò çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåí-
òîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè è òåðìîäèôôóçèè îò òåìïåðàòóðû. Ýòî ïðèâîäèò
ê íåëèíåéíîñòè èñõîäíûõ óðàâíåíèé è ïðèâëå÷åíèþ íåòðèâèàëüíûõ ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ [2].

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ èñõîäíûõ
óðàâíåíèé, äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïîñòðîåí ðÿä íîâûõ òî÷íûõ ðåøå-
íèé, ðàññìîòðåíû ïðèìåðû òåðìîäèôôóçèîííîãî ðàçäåëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ
ñìåñÿõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðåíîñà.

Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ñìåñè äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òåïëîìàññîïåðåíîñà â íåñòàöè-
îíàðíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîäíûé ðàñòâîð õëîðèäà íàòðèÿ ïðè ñðåäíåé êîí-
öåíòðàöèè C0 = 0.0285 è òåìïåðàòóðå T0 = 12◦C. Êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè è
äèôôóçèè çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû ëèíåéíî, êîýôôèöèåíò òåðìîäèôôóçèè � êâàä-
ðàòè÷íî. Ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì â ñèëó òåìïåðàòóðíîé çàâè-
ñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ. Ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå, ãäå îòíîøå-
íèå êîýôôèöèåíòà òåðìîäèôôóçèè ê êîýôôèöèåíòó äèôôóçèè îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Ñëåâà è ñïðàâà îò íåå êîíöåíòðàöèÿ ñîëè ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì è óìåíüøåíèåì òåì-
ïåðàòóðû ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ðîñòîì âðåìåíè íåñòàöèîíàðíûé ïðîôèëü êîíöåíòðàöèè
ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðîôèëþ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è.
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ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÍÀÊÀÒÀ ÂÎËÍ ÖÓÍÀÌÈ ÍÀ ÁÅÐÅÃ

À.Ä. Ðû÷êîâ1, Ã. Ñ. Õàêèìçÿíîâ1,2, Ë. Á. ×óáàðîâ1,2, Þ.È. Øîêèí1,2

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà íåêîòîðûõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ íàêàòà äëèííûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà áåðåã â
ðàìêàõ òåîðèè ìåëêîé âîäû. Àâòîðû ðàññìàòðèâàþò çàäà÷è î íàêàòå âîëí íà ëèíåé-
íûé ñêëîí ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà äîííîãî òðåíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âåðèôèêà-
öèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì è âàëèäàöèè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûõ äðó-
ãèìè ñïåöèàëèñòàìè [1], à òàêæå äàííûõ ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â ñîâîêóïíîñòü èññëåäóåìûõ ìåòîäîâ àâòîðû äîêëàäà âêëþ÷èëè ìåòîä êðóïíûõ
÷àñòèö, ìåòîä �ãîäóíîâñêîãî� òèïà, ìåòîä ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (SPH), êîìáèíèðîâàí-
íûé ìåòîä, îáúåäèíÿþùèé ïîäõîäû óïîìÿíóòîãî SPH ìåòîäà ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
ñõåìîé, îáëàäàþùåé TVD ñâîéñòâàìè, a òàêæå ìåòîä ïîäâèæíûõ ñåòîê, èñïîëüçó-
þùèé ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ
âáëèçè ëèíèè óðåçà.

Ïîêàçàíû îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà TVD+SPH äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà-
êàòà âîëí íà áåðåã ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âîç-
ìîæíîñòè óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàê ñëàáî íåëè-
íåéíûõ (íåîáðóøàþùèõñÿ), òàê è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ (îáðóøàþùèõñÿ) âîëí. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ íåîáõîäèì ïîäáîð
ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âåëè÷èíó äîííîãî òðåíèÿ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íàêàòà íà ñêëîíû ðàçëè÷íîé
êðóòèçíû âîëí ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä è ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-
ñìîòðåíû ïðîöåññû íàêàòà òàê íàçûâàåìûõ N -âîëí, ôîðìû êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåí-
íî ñâÿçàíû ñ âîëíàìè öóíàìè, ïîðîæäåííûìè áëèçêèìè ê áåðåãó öóíàìèãåííûìè
çåìëåòðÿñåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ âûâîäàìè ðà-
áîòû [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 14-17-00219).
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�ÆÅÑÒÊÈÅ� ÌÎÄÅËÈ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÎÂ ÄÓÔÔÈÍÃÀ
È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Â ÐÀÄÈÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ë.Â. Ñàâêèí

ÏÀÎ �Ðàäèîôèçèêà�, Ìîñêâà

Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàäèîôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ñâÿçàííûé, ïðåæäå âñåãî,
ñ âîçìîæíîñòüþ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè õàîòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (ïðîöåññîâ). Ïîñëåä-
íèå, â ñâîþ î÷åðåäü, èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðàçðàáîòêå ñïîñîáîâ ôîðìèðîâàíèÿ
ñâåðõøèðîêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ, ñòðîÿùèõñÿ íà áàçå ýëåêòðîííî-âàêóóìíûõ ïðèáî-
ðîâ è ýëåìåíòîâ òâåðäîòåëüíîé ýëåêòðîíèêè. Äàííûå èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé àêòèâíî ðàçâèâàåìîå íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ñàìî-
ñòîÿòåëüíîå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, íàõîäÿùåå ðÿä âàæíûõ ïðèëîæåíèé â
îáëàñòè íåëèíåéíîé ðàäèîëîêàöèè, êâàíòîâîé ðàäèîôèçèêè, õàîòè÷åñêèõ òåëåêîì-
ìóíèêàöèîííûõ ñèñòåì è ìíîãèõ äðóãèõ [1].

Îñöèëëÿòîðû Äóôôèíãà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèå îäíîìåðíûå îñöèëëÿ-
òîðû ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì
âèäà

ẍ+ x+ x3 = 0 (1)

ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé U(x), èìåþùåé ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó

U(x) = ax2/2 + bx4/4, (2)

äëÿ êîòîðîé â ñëó÷àÿõ b = 0 ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ñâîäèòüñÿ ê ëèíåéíîìó
îñöèëëÿòîðó. Çíàê �+� ó òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (1) ãîâîðèò î òàê íà-
çûâàåìîé �æåñòêîé� ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà, âûòåêàþùåé èç ìåõàíè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ðàññìàòðèâàåìîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû [2, 3].

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêèé îáçîð íåñêîëüêèõ �æåñòêèõ� ìîäåëåé îñöèë-
ëÿòîðîâ Äóôôèíãà, êîòîðûå íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ è
èäåíòèôèêàöèè õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðåàëèçóåìûõ â ðàäèîôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
ðàäèî- è ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíîâ äëèí âîëí. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñó
ðåãèñòðàöèè ðåãóëÿðíûõ öèêëîâ, âîçíèêàþùèõ â õàîòè÷åñêèõ ðåæèìàõ ðàäèîôè-
çè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîçâîëÿþùèõ îäíîçíà÷íî ñîîòíåñòè íàáëþäàåìóþ (ñ êóáè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòüþ) ìîäåëü îñöèëëÿòîðà ñ îäíîé èç äâóõ (�æåñòêîé� èëè �ìÿãêîé�) ìîäå-
ëüþ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÄÅÊÐÅÌÅÍÒÀ
ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÊÅËÜÂÈÍÀ � ÃÅËÜÌÃÎËÜÖÀ

ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÎÒ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ
Å.Â. Ñàðû÷åâà1, Â.Ä. Ñàðû÷åâ2, Ñ.À. Íåâñêèé2

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíäóñòðèàëüíûé óíèâåðñèòåò, Íîâîêóçíåöê

Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé î ôîðìèðîâàíèè íàíîñòðóêòóð â ïðîöåññå äëèòåëüíîé
ýêñïëóàòàöèè â ïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ ìàòåðèàëà çà ñ÷åò ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè
Êåëüâèíà � Ãåëüìãîëüöà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü äåêðåìåíòà íåóñòîé÷èâîñòè îò õà-
ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Äåôîðìèðóåìûé ìàòåðèàë ðàññìàòðèâàëñÿ êàê äâóõñëîéíàÿ
ñðåäà: íèæíèé ñëîé çàïîëíÿåò âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû,
èìåþùàÿ ïëîòíîñòü ρ1 è êèíåìàòè÷åñêóþ âÿçêîñòü ν; âåðõíèé ñëîé òîëùèíû h çà-
íèìàåò èäåàëüíàÿ æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ρ2, äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî íèæíåé ñî
ñêîðîñòüþ u0. Âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (x, y): îñü y = 0 ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå
ðàçäåëà, à îáëàñòü y < 0 çàíèìàåò âÿçêàÿ æèäêîñòü. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, óñëî-
âèé íåñæèìàåìîñòè äëÿ äâóõ ñðåä, à òàêæå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: êèíåìàòè÷åñêèõ è
äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà, ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè ïðè y = h, ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðà ñêîðîñòè íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ
âîçìóùåíèé, ïðîïîðöèîíàëüíûõ exp(ωt− ikx), ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

(2νk2 + ω)2 + µ(ω + iku0)
2 + ω2

0 = 4
√
ν3k6(νk2 + ω), (1)

ãäå

µ =
ρ2
ρ1

cth(kh), ω2
0 =

σ

ρ1
k3, Re(ω + νk2) > 0.

Â ïðèáëèæåíèè êîðîòêèõ âîëí (νk2 ≫ ω) óðàâíåíèå (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ
ω = α + iΩ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

α =

√
ab

2
(C +

√
C2 + 4)− a, (2)

ãäå

C =
a2 − b2 − c

ab
, a = νk2/1 + µ, b = µku0/1 + µ, c = (ω2

0 − µ(ku0)
2)/1 + µ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü äåêðåìåíòà îò âîëíîâîãî ÷èñëà è íàé-
äåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ α(k) èìååò êà÷åñòâåííî èäåíòè÷íûé âèä.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íî-
ãî ôîíäà (êîä ïðîåêòà 15-12-00010).
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ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Â ÏÐÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ÒÂÅÐÄÛÕ ÑÒÅÍÎÊ

Â.Ë. Ñåííèöêèé

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ
âÿçêîé æèäêîñòè è �ñâîáîäíûõ� òâåðäûõ òåë â ðàçëè÷íûõ ãèäðîìåõàíè÷åñêèõ óñëî-
âèÿõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ìåõàíèêè æèäêîñòè [1]�[3] .

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à î çàòóõàþùåì äâèæåíèè âÿçêîé
æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïðîìåæóòîê ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè òâåðäûìè ñòåí-
êàìè. Îäíà èç ñòåíîê ÿâëÿåòñÿ �ñâîáîäíîé� (åå äâèæåíèå íåèçâåñòíî è ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ); äðóãàÿ ñòåíêà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ �ñâîáîäíîé� ñòåíêè è
óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà ãðàíèöàõ ñòåíîê è â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ õàðàêòåðíîãî âðå-
ìåíè òîðìîæåíèÿ æèäêîñòè è �ñâîáîäíîé� ñòåíêè. Îïðåäåëåíî óñëîâèå ðåçêîãî òîð-
ìîæåíèÿ ãèäðîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, â ÷àñòíîñòè, â òåîðåòè÷å-
ñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ýâîëþöèè äèññèïàòèâíûõ ãèäðîìåõàíè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïðèðîä-
íûõ ÿâëåíèé.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ È ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÀ ÂÅÙÅÑÒÂ Â ÊÐÎÂÅÍÎÑÍÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÅ ×ÅËÎÂÅÊÀ

Ñ.Ñ. Ñèìàêîâ1,2,3, Ò.Ì. Ãàìèëîâ1,2,3, ßí Íàèíã Ñî1

1Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
2Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ, Ìîñêâà
3Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàìêíóòàÿ ìîäåëü ñåðäå÷íî-
ñîñóäèñòîé ñèñòåìû. Ìîäåëü îñíîâàíà íà îáúåäèíåíèè çàäà÷ î äâèæåíèè íåñæèìà-
åìîé âÿçêîé æèäêîñòè â ýëàñòè÷íîé òðóáêå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü çàìû-
êàíèÿ ñåòåâîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ îñðåäíåííîé ïî îáúåìó ÷åòûðåõêàìåðíîé ìîäåëè
ñåðäöà, èñïîëüçóåìîé êàê ñ ó÷åòîì, òàê è áåç ó÷åòà äèíàìèêè çàêðûòèÿ è îòêðû-
òèÿ êëàïàíîâ. Ôèçèîëîãè÷åñêàÿ àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïîâûøàåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ
â íåå àóòîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ, ñîñòîÿùèõ â àäàïòàöèè ïàðàìåòðà ýëàñòè÷íî-
ñòè ñòåíêè àðòåðèé ê ëîêàëüíîìó ñðåäíåìó äàâëåíèþ â ñîñóäå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèç ãåìîäèíàìèêè ïðè õè-
ðóðãè÷åñêîì ðåìîäåëèðîâàíèè ñîñóäèñòîãî ðóñëà, îáóñëîâëåííîãî åãî ìíîãîñîñóäè-
ñòûì ñòåíîòè÷åñêèì ïîðàæåíèåì íà ïðèìåðå êîðîíàðíîãî è öåðåáðàëüíîãî îòäåëà;
îñîáåííîñòè ãåìîäèíàìèêè ïðè ýìáîëèçàöèè öåðåáðàëüíûõ àðòåðèîâåíîçíûõ ìàëü-
ôîðìàöèé; ãëàçíîé êðîâîòîê â íîðìå, ïðè àòåðîñêëåðîçå è ãèïåðòîíèè; òðàíñïîðò è
ïîòðåáëåíèå ìåäèêàìåíòîâ â îðãàíèçìå ïîñëå èíúåêöèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÍÔ 14-31-00024, 14-11-00877 è ÐÔÔÈ 14-01-00779,
14-01-00036.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ
ÇÀÄÀ× ÄËß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÂÅÙÅÑÒÂÀ

Î.Â. Ñîáîëåâà

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, à òàêæå àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óêàçàííûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè ïåðåíîñà âåùåñòâà, îïèñûâàåìîé íåñòàöèîíàðíûì óðàâ-
íåíèåì äèôôóçèè�ðåàêöèè.

Ðàññìîòðèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ Rd, d = 2, 3 ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ
çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè φ èç ñîîòíîøåíèé

∂φ

∂t
= ∇(λ∇φ)− kφ+ f, φ|t=0 = φ0(x), x ∈ Ω, λ

∂φ

∂n
= χ(t) íà Γ. (1)
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Çäåñü λ > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, k � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïàä
âåùåñòâà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, φ0 è
χ � çàäàííûå â Ω è íà Γ ôóíêöèè.

Èññëåäóåìàÿ â ðàáîòå îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè λ, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âìåñòå ñ ðåøåíèåì φ ïî äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñðåäû â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Ω0 ⊂ Ω. Óêàçàííàÿ çàäà÷à
ñ ïîìîùüþ îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà [1] ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà

J(φ, k, f) ≡ µ0

2

∫ T

0

∫
Ω0

|φ− φd|2dxdt+
µ2

2

∫
Ω

|λ|2dx → inf (2)

íà ðåøåíèÿõ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1). Çäåñü φd ∈ L2(Ω0 × (0, T )) � çàäàííàÿ
ôóíêöèÿ.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé êîýôôè-
öèåíòíîé îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2) è ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøå-
íèþ óêàçàííîé îáðàòíîé çàäà÷è. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïîêàçàë ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà è ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè ïåðåíîñà âåùåñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00365-à) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
ÐÔ (êîíòðàêò 14.Y26.31.0003).
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
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ÌÀÑÊÈÐÎÂÎ×ÍÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Þ.Ý. Ñïèâàê

Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ ëåò ðàçâèòèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ è ñòðàòåãèé
äëÿ äîñòèæåíèÿ íåâèäèìîñòè îáúåêòîâ ê ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì ïðèâëåêëî çíà-
÷èòåëüíîå âíèìàíèå [1]�[3]. Îäíàêî òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â
óêàçàííûõ ðàáîòàõ, âåñüìà çàòðóäíèòåëüíà èç-çà îòñóòñòâèÿ â ïðèðîäå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ìàñêèðîâî÷íûõ ìàòåðèàëîâ, îòâå÷àþùèõ íàéäåííûì ðåøåíèÿì. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé ñ òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ðåøåíèé.
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Îäèí èç òàêèõ ñïîñîáîâ ñîñòîèò â çàìåíå òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è ìàñêèðîâêè, îïèñû-
âàþùèõ ñèíãóëÿðíûå àíèçîòðîïíûå ïàðàìåòðû ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè, íåêîòîðû-
ìè ïðèáëèæåííûìè (íåñèíãóëÿðíûìè) ïàðàìåòðàìè. Ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì δ ≥ 0, ïðè÷åì ñëó÷àé δ = 0 îòâå÷àåò çàäà÷å òî÷íîé
ìàñêèðîâêè, ðåøåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò òåõíè÷åñêè íåðåàëèçóåìóþ îáîëî÷êó. Ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ > 0 ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðàññåÿíèå, óìåíüøèòü êîòî-
ðîå ìîæíî ïóòåì äèñêðåòèçàöèè ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè íà ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ
àíèçîòðîïíûõ ñëîåâM , êàæäûé èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü çàìåíåí ïà-
ðîé ýêâèâàëåíòíûõ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ïîäñëîåâ A è B. Ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà M è óìåíüøåíèåì δ ðàññåÿíèå óìåíüøàåòñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðèáëèæåííîé 2D-ìàñêèðîâêè öè-
ëèíäðè÷åñêîãî òåëà, ïîêðûòîãî öèëèíäðè÷åñêîé ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êîé, è ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîìáèíàöèè ïðèáëèæåííîé ìàñêèðîâêè è äèñêðåòèçàöèè ìàñêèðóþ-
ùåãî âåùåñòâà èññëåäóþòñÿ åå ðàññåèâàþùèå ñâîéñòâà [3]. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå
íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà îáîëî÷êå â âèäå ðÿ-
äîâ Ôóðüå ïî öèëèíäðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîðÿäêà n. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëè-
çà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé
àëãîðèòì, îïóáëèêîâàííûé â [4]. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ïðîâå-
ñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ δ, n è M è
âûáðàòü îïòèìàëüíûé íàáîð óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíîå
ðàññåÿíèå îò ìàñêèðîâî÷íîé îáîëî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00365-à).
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ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÑÈËÜÍÛÕ ÐÀÇÐÛÂÎÂ
ÄËß ÄËÈÍÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÊÀÍÀËÀÕ

ÑÓÏÐÓÃÈÌÈÑÒÅÍÊÀÌÈ.ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅÀËÜÍÛÕßÂËÅÍÈÉ

Ñ.Â. Ñóõèíèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàìêàõ òåîðèè äëèííûõ âîëí â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè îïðåäåëåíû êðèòå-
ðèè îáðàçîâàíèÿ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ (àíàëîãîâ óäàðíûõ âîëí) â îäíîðîäíûõ, ñóæàþ-
ùèõñÿ è ðàñøèðÿþùèõñÿ êàíàëàõ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ è èçâåñòíûõ îïûò-
íûõ äàííûõ îáðàçîâàíèÿ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ äëÿ êàíàëîâ ãèäðîðàçðûâà è ãàçîâîé
ïîëîñòè ÐÄÒÒ â ìîìåíò çàïóñêà.

Ïåðâûå è îñíîâîïîëàãàþùèå èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãèäðîóïðóãèõ âîëí
â òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåìàõ áûëè ïðîâåäåíû Í.Å. Æóêîâñêèì â êîíöå 19 âåêà, èç-
ëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò ñîäåðæèòñÿ â [1]. Êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî ýòîé
òåìàòèêå ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â òðóáîïðîâîä-
íûõ ñèñòåìàõ ñîäåðæèòñÿ â [2]. Èçëîæåíèå èñïîëüçîâàíèÿ ãèäðîóïðóãèõ òðóáíûõ
âîëí â ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ñêâàæèí ñîäåðæèòñÿ â [3]. Öåëüþ íàñòîÿùåé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé âîçíèêàþùèõ ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè ãèäðîóïðóãèõ âîëí â íåîäíîðîäíûõ êàíàëàõ. Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ
ñâÿçàíû, êàê ïðàâèëî, ñ óêðó÷åíèåì âîëí è îáðàçîâàíèåì ñèëüíûõ ðàçðûâîâ, íà÷àëî
êîòîðûõ ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè è âîçíèêíîâåíèÿ ãðàäèåíòíûõ êàòà-
ñòðîô â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñëàáûõ ðàçðûâîâ [4].

Ïóñòü êàíàë çàïîëíåí ñïëîøíîé ñðåäîé. Äàâëåíèå è ñêîðîñòü ñïëîøíîé ñðåäû â
êàíàëå îáîçíà÷åíû p = p(x, t) è u = u(x, t) ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîòíîñòü ρ = ρ(p) è ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà A(p, x) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè (çàäàííûìè) ôóíê-
öèÿìè. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè îïèñûâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì èç çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåñòíàÿ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãèäðîóïðóãèõ âîëí cchannel èìååò âèä cchannel =

√
A/(Aρ)p.

Ôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè îáðàçîâàíèÿ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæ-
íî óñòàíîâèòü, ÷òî cchannel âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà ñïëîøíîé ñðåäû, çàïîëíÿþ-
ùåé êàíàë. Ìàëîñòü ñêîðîñòè cchannel ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí â êàíàëàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè, êîòîðàÿ îáóñëàâëèâàåò ïîÿâëåíèå ñèëüíûõ
ðàçðûâîâ äàæå â êàíàëàõ ñ âîäîé.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Æóêîâñêèé Í.Å. Î ãèäðàâëè÷åñêîì óäàðå â âîäîïðîâîäíûõ òðóáàõ. Ì.� Ë.: Ãî-
ñòåõèçäàò, 1949.

2. Ëàéòõèëë Ä. Âîëíû â æèäêîñòÿõ. Ì.: Ìèð, 1981.

3. White J. E. Undeground sound. Elsivier, 1983.

4. Ðîæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ â ãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1978.



98 Òàêìàçüÿí À.Ê.

ÂËÈßÍÈÅ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÂÎËÍ ÍÀ ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÑÎÇÄÀÍÈß
ÒßÃÈ ÏÐÎÒÈÂ ÂÎËÍ Ó ÏËÀÂÓ×ÅÉ ÍÀÊËÎÍÍÎÉ

ÏËÀÑÒÈÍÛ

À.Ê. Òàêìàçüÿí

ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà.

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ïàêåòà XFlow ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ äâóìåðíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â êàíàëå ñ ïîìîùüþ êëè-
íîâèäíîãî âîëíîïðîäóêòîðà. Èçó÷åí ìåõàíèçì âîçäåéñòâèÿ ïðîãðåññèâíûõ ãðàâèòà-
öèîííûõ âîëí íà ïîãðóæåííóþ âáëèçè ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïëàâó÷óþ íàêëîííóþ
ïëàñòèíó. Ïëàâó÷åñòü ïëàñòèíû îáåñïå÷èâàëàñü ëèíåéíûì çàêîíîì âîçâðàùàþùåé
âåðòèêàëüíîé ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóäíó ñ ïîñòî-
ÿííîé ïëîùàäüþ âàòåðëèíèè. Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííûõ ïàðàìåòðîâ âîëí è ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ êàòàìàðàíà ñ èçìåðåííûìè ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêà-
çûâàåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå. Ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ, ÷òî è â ýêñïåðèìåíòå, íàáëþ-
äàåòñÿ îáíàðóæåííûé ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíî ýôôåêò �ãèñòåðåçèñà� � çàâèñèìîñòü
íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ êàòàìàðàíà îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ óäàëîñü âûäåëèòü ìåõàíèçì äâèæåíèÿ ïëàñòèíû ïðîòèâ âîëí. Îêàçàëîñü,
÷òî äâèæåíèå â îñíîâíîì âûçâàíî ðàçíèöåé â ãèäðîñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è â êîíå÷íîì ñ÷åòå îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé ïî ïëàñòèíå âûñîòîé
óðîâíÿ íàõîäÿùåéñÿ íàä íåé âîëíû. Íàèáîëåå èíòåíñèâíîå äâèæåíèå ïðîòèâ âîëíû
èìååò ìåñòî â ôàçå âïàäèíû íàä ïåðåäíåé ñòîðîíîé ïëàñòèíû. Ïðè îïðîêèäûâàíèè
âîëíû âáëèçè âåðõíåé êðîìêè ïëàñòèíû (ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïîä âîëíîé è â ýòî
âðåìÿ íà ïëàñòèíó äåéñòâóåò ñèëà â ñòîðîíó äâèæåíèÿ âîëíû) òåðÿåòñÿ ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ (âûñîòà) âîëíû. Äåôèöèò ñðåäíåãî ïî ïåðèîäó óðîâíÿ æèäêîñòè íàä
ïëàñòèíîé çà ñ÷åò íåëèíåéíîé ïåðåñòðîéêè ïðîôèëÿ è ÷àñòè÷íîãî îáðóøåíèÿ âîë-
íû ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì æèäêîñòè çà çàäíåé êðîìêîé ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ ïðè-
÷èíîé ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíû ïðîòèâ âîëí. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ãèäðîñòàòè-
÷åñêîì õàðàêòåðå íàáëþäàåìûõ ýôôåêòîâ áûëè ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ òåîðèè ìåëêîé
âîäû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ íàä íàêëîííûì äíîì [1]. Àìïëèòóäà íàáåãàþùèõ âîëí
çàäàâàëàñü àíàëîãè÷íî ýêñïåðèìåíòàëüíîé, íî ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì äëÿ âñåõ
âîëí êîýôôèöèåíòîì, îáåñïå÷èâàþùèì �çàòÿíóòîå� îáðóøåíèå âîëí âáëèçè âåðõíåé
êðîìêè ïëàñòèíû. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ñðåäíåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âîëí êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå. Äëÿ êîðîòêèõ îòíîñèòåëüíî äëèíû âîëíû ïëàñòèí ïîëó÷åíî êîëè÷åñòâåííîå
ñîîòâåòñòâèå. Äëÿ äëèííûõ ïëàñòèí íåîáõîäèì ó÷åò âëèÿíèÿ äèñïåðñèè íà ýâîëþ-
öèþ ïðîôèëÿ. Èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà â âèäå ìîäåëè Î. Íâîãó [2], â
êîòîðîé ìèíèìèçèðîâàíà íåâÿçêà â äèñïåðñèîííûõ ÷ëåíàõ ìåæäó ëèíåàðèçîâàííîé
ïðèáëèæåííîé ìîäåëüþ è òî÷íûìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè Ýðè äëÿ âîëí íàä äíîì
ïåðåìåííîé ãëóáèíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 13-08-00413).
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À.À. Òàëûøåâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå [1] îïèñàíû íåîñîáûå ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ðàíãà äâà è äå-
ôåêòà îäèí óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé O(3).

Ðàçìåðíîñòü dk îðáèòû ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè îòíîñèòåëü-
íî ãðóïïû O(3) â k-ì ïðîäîëæåííîì ïðîñòðàíñòâå, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì 4 6 dk 6 7. Òàêæå äëÿ âñåõ k > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà dk 6 dk+1. Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k3, ðàçìåðíîñòü îðáèòû âûõîäèò íà ñòà-
öèîíàðíîå çíà÷åíèå. Îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â ïðîäîëæåííîì ïðîñòðàíñòâå
è ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ, êàê ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè k > k3 îð-
áèòà áóäåò âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîòîìó
áóäåò àâòîìîðôíîé ñèñòåìîé [2].

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôíîé îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû G, åñëè ëþáîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èç îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî
ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû G [3, �25].

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, îïèñàííûé â [3, �22], èç
âñåé èíôîðìàöèè î ãðóïïå èñïîëüçóåò òîëüêî èíâàðèàíòû íóëåâîãî ïîðÿäêà è íàêëà-
äûâàåò îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî íà ðàçìåðíîñòü îðáèòû íóëåâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ÷àñòè÷íî-
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, îïèñàííûõ â [1], èìååì d0 = 5. Ðàçìåðíîñòè d1, d2 çäåñü
ìîãóò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå âàðèàíòà çíà÷åíèé: (5, 5), (6, 6), (6, 7), (7, 7). Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâûé âàðèàíò íåâîçìîæåí, à îñòàëüíûå òðè äà-
þò òðè êëàññà àâòîìîðôíûõ ñèñòåì. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ àâòîìîðôíûõ
ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4].

Ðàçëè÷íûå ãðóïïû ìîãóò èìåòü îäèí è òîò æå íàáîð èíâàðèàíòîâ íóëåâîãî ïîðÿä-
êà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå ãðóïïû ìîãóò èìåòü îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî-
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äàííîãî ðàíãà. Áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ãðóï-
ïû Ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòó ãðóïïó [3, ñ. 321], ïîýòîìó è íàáîð àâòîìîðôíûõ
ñèñòåì äàííîé ãðóïïû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå
íåñêîëüêèõ ïîäãðóïï ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì èíâàðèàíòîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîçâî-
ëÿåò ïîñòðîèòü íåñêîëüêî íàáîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ àâòîìîðôíûõ ñèñòåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ
äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-2133.2014.1).
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Á.Ã. Òàðàñîâ1, Â.Ì. Ñàäîâñêèé2, Î. Â. Ñàäîâñêàÿ2
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Ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ïðè ñæàòèè ãîðíûõ ïîðîä ïîä âûñî-
êèì áîêîâûì äàâëåíèåì ìàêðîñêîïè÷åñêèå òðåùèíû ñäâèãà ïðîäâèãàþòñÿ çà ñ÷åò
ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû íàêëîííûõ ìèêðîòðåùèí îòðûâà, îáðàçóÿ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñòðóêòóðó, âêëþ÷àþùóþ ýøåëîí òîíêèõ ïëàñòèí [1], òàê íàçûâàåìóþ �äîìèíî�
ñòðóêòóðó�. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî äîìèíî�ïëàñòèíû ïðè âðàùåíèè
ðàçðóøàþòñÿ, ñîçäàâàÿ òðåíèå â ãîëîâå òðåùèíû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äàííûé ìåõàíèçì
ðåàëèçóåòñÿ òàêæå â ïðî÷íûõ ãîðíûõ ïîðîäàõ, çàïðåäåëüíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ äî
ñèõ ïîð íå èññëåäîâàíû èç-çà âûñîêîé äèíàìèêè ðàçðóøåíèÿ. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ
[2] âûÿâèëè ïðèíöèïèàëüíî èíîé ìåõàíèçì, â êîòîðîì äîìèíî�ïëàñòèíû ñîõðàíÿþò
öåëîñòíîñòü ïðè âðàùåíèè è îáðàçóþò âååð, äâèæóùèéñÿ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ êàê
âîëíà áëàãîäàðÿ êàðäèíàëüíîìó ñíèæåíèþ òðåíèÿ â ãîëîâå áåãóùåé òðåùèíû.

Â äîêëàäå àíàëèçèðóåòñÿ âååðíûé ìåõàíèçì ïåðåäà÷è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â
ñèñòåìå óïðóãî ñâÿçàííûõ ïëàñòèí, èìèòèðóþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå ñäâèãîâûõ òðå-
ùèí â çåìíîé êîðå íà ãëóáèíàõ ñåéñìè÷åñêîé àêòèâíîñòè. Ñîçäàíà ëàáîðàòîðíàÿ ôè-
çè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âå-
åðíûõ âîëí. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âååðíîé ñèñòåìû êàê ìåõàíè÷åñêîé ñèñ-
òåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ðàçðàáîòàí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì,
ó÷èòûâàþùèé êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàñòèí. Â ðàìêàõ óïðîùåííîé íåïðåðûâ-
íîé ìîäåëè ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå îöåíêè äëèíû âååðà â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè
åãî äâèæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ìîäåëåé èññëåäîâàíû êà÷åñò-
âåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ äâèæóùåãîñÿ âååðà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ.

Â ïðèáëèæåíèè ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíî-
âåñíîãî âååðà â ïðîñëîéêå ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ïîëóïëîñêîñòÿìè, èìèòèðóþùåé
ãëóáèííûé òåêòîíè÷åñêèé ðàçëîì. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå âäàëè
îò âååðà àíàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðàåâîé äèñëîêàöèè. Â ïîëíîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèãèíàëüíîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äèñ-
ëîêàöèé, ïðèâîäÿùåãî ê äâóì íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì â çîíå âååðà,
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äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. ×èñëåí-
íî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà Áþðãåðñà â ðàâíîâåñíîì âååðå è ðàñïðåäåëåíèå
äàâëåíèé ñî ñòîðîíû ïëàñòèí âååðà íà ïîëóïëîñêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Centre for O�shore Foundation Sys-
tems (The University of Western Australia) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00130).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ
Â ÑËÀÁÎÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÐÀÇÂÈÒÈß
ÄËß ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÃÎ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ ÑËÎß

Í.Ì. Òåðåõîâà

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íà÷àëî åñòåñòâåííîãî ïåðåõîäà â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñâÿçûâàåòñÿ ñ ñåëåêòèâíûì
óñèëåíèåì êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, äèíàìèêó êîòîðîãî òðåáóåòñÿ îïèñàòü.
Íàðÿäó ñ ïðÿìûìè ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ðàçâèâàþò-
ñÿ ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé, ýôôåêòèâíûå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñòàäèé
ýâîëþöèè ôëóêòóàöèé ìàëîé èíòåíñèâíîñòè. Ñ èõ ïîìîùüþ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ìî-
äåëü íà÷àëüíîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ (ïðèáëèæåíèå ñëàáîé íåëè-
íåéíîñòè), óïðîùàþùóþ àíàëèç è ïîçâîëÿþùóþ äèôôåðåíöèðîâàòü óïðàâëÿþùèå
ïðîöåññîì ìåõàíèçìû.

Ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ âîçìóùåíèé ïîñëå ëèíåéíîãî óñèëåíèÿ íàñòóïàåò îáëàñòü
íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îäíîé èç íàèáîëåå òèïè÷íûõ ñòàäèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ñóáãàðìîíè÷åñêèé òðåõâîëíîâûé ðåçîíàíñ. Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî àìïëèòóäàì íà-
õîäÿòñÿ âîçìóùåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ñïîñîáíûå ïîâëèÿòü íà àì-
ïëèòóäó èñõîäíûõ âîëí. Â ñâåðõçâóêîâîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè íåâûñîêîì óðîâíå
âîçìóùåíèé â ñïåêòðå âîçìóùåíèé ïðåîáëàäàþò òðåõìåðíûå ìîäû, à çàïîëíåíèå åãî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàñêàäíûé ïðîöåññ âûäåëåíèÿ òðåõìåðíûõ ñóáãàðìîíèê â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé îáëàñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ îáëàñòü íåëèíåéíîé ýâîëþöèè âîçìóùåíèé â ñâåðõ-
çâóêîâîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè ÷èñëå ÌàõàM = 2. Ðàññìîòðåíû êàê èñêóññòâåííûå
(êîíòðîëèðóåìûå), òàê è åñòåñòâåííûå âîçìóùåíèÿ, ñîñòàâ è àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå
õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Â ñïåêòðå êîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé âûäåëÿ-
þòñÿ äâå íåñóùèå ÷àñòîòû, à ñàìè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå �âîëíîâûå
ïîåçäà� äîñòàòî÷íî øèðîêîãî ñïåêòðà àçèìóòàëüíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë.
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Äëÿ åñòåñòâåííûõ âîçìóùåíèé ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò íàèáîëåå ýíåðãîíåñóùèõ êîì-
ïîíåíò ìîæåò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî â ñóáãàðìîíè÷åñêóþ, íî è â îáëàñòü âûñîêèõ
÷àñòîò (îáåðòîíîâ). Òîãäà áîëåå ðåàëåí êàñêàäíûé ïðîöåññ, â êîòîðîì çàäåéñòâîâàíî
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòîò. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñèíõðîíèçàöèè íå òîëüêî
÷àñòîò, íî è àçèìóòàëüíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë.

Êîãäà ýôôåêòèâíîñòü ðåçîíàíñíûõ âçàèìîâëèÿíèé ñ ðîñòîì àìïëèòóä îñëàáåâà-
åò, âàæíàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ �íåðåçîíàíñíîìó� ìåõàíèçìó âçàèìîäåéñòâèÿ, îïèñûâàå-
ìîìó êóáè÷åñêèìè ïî àìïëèòóäå ÷ëåíàìè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè âûäåëåííûå
ôëóêòóàöèè íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà, òàêîé ìåõàíèçì ñòà-
íîâèòñÿ äîìèíèðóþùèì.

Õîòÿ äàííûå ìîäåëè çíà÷èòåëüíî óïðîùàþò ðåàëüíûå íåëèíåéíûå ïðîöåññû, îíè
îòðàæàþò ðÿä âàæíûõ îñîáåííîñòåé ýâîëþöèè âîëí â ñëàáîíåëèíåéíûõ îáëàñòÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà � 15-01-00866à).

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄËß
ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÅÏËÎÂÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ

Ä.À. Òåðåøêî

Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê

Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ ïðèêëàäíîé ãèäðîäèíàìèêè ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ñîçäà-
íèÿ òå÷åíèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
è íåëèíåéíîñòü èñïîëüçóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì
òðóäíîñòÿì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ è òðåáóþò ðàçðàáîòêè
ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ [1].

Â îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

ut + (u · ∇)u− ν∆u+∇p = −βTG â Q, divu = 0 â Q,

u|t=0 = u0 â Ω, u = g íà Σ,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f â Q, T |t=0 = T0 â Ω,

T = ψ íà ΣD, λ
∂T

∂n
= χ íà ΣN ,

îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â âÿçêîé æèäêîñòè. Çäåñü u, p è T
� âåêòîð ñêîðîñòè, äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, ν=const>0 � êîýôôèöèåíò
êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, β � îáúåìíûé êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, G �
âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, λ=const>0 � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðî-
âîäíîñòè, f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà, g, ψ è χ � íåêîòîðûå ôóíêöèè,
Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅, Q = Ω × (0, tmax), Σ = Γ × (0, tmax), ΣD = ΓD × (0, tmax),
ΣN = ΓN × (0, tmax).

Äëÿ äàííîé ìîäåëè ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíà-
ëîâ êà÷åñòâà, çàâèñÿùèõ êàê îò ñëàáûõ ðåøåíèé èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è,
òàê è îò ôóíêöèé f è χ, èãðàþùèõ ðîëü óïðàâëåíèé.
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Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Â îñíîâó àë-
ãîðèòìà áûëà ïîëîæåíà èäåÿ ðàáîòû [2], îáîáùåííàÿ íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé òåïëîâîé êîíâåêöèè. Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñ-
ñëåäóåòñÿ âëèÿíèå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ, ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè è
äðóãèõ âåëè÷èí íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 14-11-00079).
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Î ÃËÀÄÊÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ
ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Àë.Ñ. Òåðñåíîâ1, Àð. Ñ. Òåðñåíîâ2

1University of Crete, Department of Mathematics, Heraklion, Greece
2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

ut =
n∑

i=1

(|uxi
|pi−2uxi

)xi
+ f(x, u,∇u) â ΩT , (1)

u = 0 íà [0, T ]× ∂Ω, (2)

u(0, x) = u0(x) â Ω, u0(x) = 0 íà ∂Ω. (3)

Çäåñü pi > 1, i = 1, . . . , n. Ïîëàãàåì, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ â Rn,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ âíåøíåé ñôåðû, à ΩT = (0, T )×Ω ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷-
íûì T ∈ (0,∞).

Óðàâíåíèÿ óêàçàííîãî âèäà èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ.
Îäíèì èç îòêðûòûõ âîïðîñîâ â òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ãëàäêîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà f ≡ 0. Íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
óñëîâèè íà ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ

C0 =
n∑

i=1

max
Ω

|(|u0xi
|piu0xi

)xi
| < +∞

ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) (è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè) ïî âðåìåíè
ïðèíàäëåæèò L∞. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå uxixj

ðå-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè ïðèíàäëåæàò L2. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óäàëîñü
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ïîêàçàòü, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ ux1x1 ðåøåíèÿ êàê çàäà÷è Êîøè,
òàê è çàäà÷è (1)�(3) ïðèíàäëåæèò L∞. Êàê èçâåñòíî, â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå ãåî-
ìåòðèÿ îáëàñòè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü êàê â ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ, òàê è â
åãî ãëàäêîñòè. Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î âûïóê-
ëîñòè îáëàñòè Ω êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ut ðåøåíèÿ u, òàê è ïðîèçâîäíûå ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì uxi

ïðèíàäëåæàò L∞.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-01-08275).
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ÍÅÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÅÑß ÄËÈÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÑËÎÅ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÍÀÄ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌ ÄÍÎÌ

Ñ.Ä. Òêà÷åíêî

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàìêàõ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ìåëêîé âîäû ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèî-
íàðíàÿ çàäà÷à î ãåíåðàöèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ðåçóëüòàòå áûñòðîé äåôîðìàöèè
äíà. Èñïîëüçóåìûå äëÿ ýòîãî íåëèíåéíûå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ Ãðèíà � Íàãäè
âïåðâûå áûëè âûâåäåíû â ðàáîòå [1]. Îäíà èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ïî-
ñòàíîâîê çàäà÷è î âîëíàõ íà âîäå ñâÿçàíà ñ ìîäåëèðîâàíèåì âîëí òèïà öóíàìè. Â
ïîðøíåâîé ìîäåëè ãåíåðàöèè âîëí öóíàìè [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíèçì îáðàçîâà-
íèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí, ïðîèñõîäÿùåãî â ðåçóëüòàòå ìãíîâåííîãî ïîäíÿòèÿ èëè
îïóñêàíèÿ ëîêàëüíîãî ó÷àñòêà äíà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé ñèììåòðè÷íûå çàêîíû äåôîðìàöèè äíà. Ïîñòðîåíà íà÷àëüíàÿ ïî âðåìå-
íè àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãðèíà � Íàãäè, îïèñûâàþùåãî ðàííþþ ñòàäèþ
ïðîöåññà ãåíåðàöèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî êà÷åñòâåííûå ðåæèìû âîë-
íîîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåëüåôà äíà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Green, A. E., Naghdi, P.M. A derivation of equations for wave propagation in water of
variable depth. J. Fluid Mech. 1976. V. 78. P. 237�246.
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2. Ïåëèíîâñêèé, Å.Í. Ãèäðîäèíàìèêà âîëí öóíàìè. Íèæíèé Íîâãîðîä: ÈÏÔ ÐÀÍ,
1996.

ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ Â ÏÎÐÎÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ

Ì.À. Òîêàðåâà

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè â
äåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ìàññ äëÿ êàæäîé èç ôàç, çàêîí Äàðñè äëÿ æèäêîñòè, ðåîëîãè÷åñêîå ñîîò-
íîøåíèå äëÿ ïîðèñòîñòè, à òàêæå óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû â öåëîì
[1, 2]

∂(1− ϕ)ρs
∂t

+ div((1− ϕ)ρsv⃗s) = 0,
∂(ρfϕ)

∂t
+ div(ρfϕv⃗f ) = 0,

ϕ(v⃗f − v⃗s) = −K0(ϕ)
k0
µ
(∇pf + ρf g⃗),

∇ · v⃗s = −a1(ϕ)pe − a2(ϕ)

(
∂pe
∂t

+ v⃗s · ∇pe
)
,

ρtotg⃗ + div

(
(1− ϕ)η

(
∂v⃗s
∂x⃗

+

(
∂v⃗s
∂x⃗

)∗))
−∇ptot = 0,

ptot = ϕpf + (1− ϕ)ps, pe = (1− ϕ)(ps − pf ), ρtot = ρfϕ+ (1− ϕ)ρs.

Çäåñü ρf , ρs, v⃗f , v⃗s � èñòèííûå ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè æèäêîé è òâåðäîé ôàç ñîîòâåò-
ñòâåííî; ϕ � ïîðèñòîñòü; g⃗ � ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë; K0 � êîýôôèöèåíò ôèëü-
òðàöèè, k0 � ïðîíèöàåìîñòü, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè; a1(ϕ), a2(ϕ) �
ïàðàìåòðû ïîðîóïðóãîé ñðåäû; pf , ps � äàâëåíèÿ æèäêîé è òâåðäîé ôàç ñîîòâåò-
ñòâåííî, ptot � îáùåå äàâëåíèå, pe � ýôôåêòèâíîå äàâëåíèå; η � êîýôôèöèåíò âÿç-
êîñòè òâåðäîé ñðåäû, ρtot � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñðåäû. Çàäà÷à çàïèñàíà â ýéëåðîâûõ
êîîðäèíàòàõ (x1, x2, x3), t.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé [3, 4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíè-
ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè � 2014/2, Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-08-00291).
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4. Ïàïèí À.À., Òîêàðåâà Ì.À., Øèøìàðåâ Ê.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû äèíàìè-
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ÁÅÃÓÙÀß ÎÊÐÓÆÍÀß ÂÎËÍÀ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÔÐÎÍÒÀ ÃÎÐÅÍÈß

À.Â. Òðèëèñ, À.À. Âàñèëüåâ, Ñ. Â. Ñóõèíèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ãîðåíèÿ ñìåñåé è àêóñòè÷åñêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ïëàìåíè ïðè ìàëûõ
÷èñëàõ Ìàõà îñíîâíîãî ïîòîêà äëÿ àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ôðîíò
ïëàìåíè âñåãäà óñòîé÷èâ, åñëè ìàññîâûé ðàñõîä ïîäà÷è ãîðþ÷åé ñìåñè ñòðîãî ïî-
ñòîÿíåí è íå çàâèñèò îò àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Îáíàðóæåíî, ÷òî åñëè äàâëåíèå
â ñèñòåìå ïîäà÷è ãîðþ÷åé ñìåñè âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ èëè ñêîðîñòè ïîäà÷è ïðå-
íåáðåæèìî ìàëû, òî ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ÷àñòîò è ìîä ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîëåáàíèé, äëÿ êîòîðûõ ôðîíò ãîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïðîâåäåíû
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû (âèäà) ýòèõ âîëí.
Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàäèàëüíûå è îêðóæíûå âîëíû, ðàñòóùèå ïî âðåìåíè.
Îáíàðóæåíû âðàùàþùèåñÿ âîëíû ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ëîêàëüíûõ ïó÷íîñòåé è
îïðåäåëåíû ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ýòèõ âîëí. Íèæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè
äàâëåíèÿ îò êîîðäèíàò (ñëåâà) è ïîëÿ äàâëåíèÿ (ñïðàâà) äëÿ áåãóùèõ îêðóæíûõ
âîëí íåóñòîé÷èâîñòè.
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ÀÍÀËÈÇ ÃÅÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÊÐÎÂÎÒÎÊÀ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÖÅÐÅÁÐÀËÜÍÛÕ ÀÍÅÂÐÈÇÌ

È.Â. Óôèìöåâà1, À.À. ×åðåâêî1,2, À.Ê. Õå1,2, À.Ï. ×óïàõèí1,2,
À.Ë. Êðèâîøàïêèí3, Ê.Þ. Îðëîâ3

1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3ÍÍÈÈ ïàòîëîãèè êðîâîîáðàùåíèÿ èì. àê. Å. Í. Ìåøàëêèíà, Íîâîñèáèðñê

Â ðàáîòå äàåòñÿ àíàëèç èçìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êðî-
âîòîêà � ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ñîïðîòèâëåíèÿ � âî âðåìÿ ýíäîâàñêóëÿðíûõ íåéðîõè-
ðóðãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî èçëå÷åíèþ öåðåáðàëüíûõ àíåâðèçì â ÍÍÈÈÏÊ èì. àê.
Å.Í. Ìåøàëêèíà. Ìîíèòîðèíã êðîâîòîêà âîñïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âíóò-
ðèñîñóäèñòîãî äàò÷èêà Volcano Combo Wire â êîìïëåêñå ñ ïðèáîðîì Volcano Combo
Map. Êëèíè÷åñêèå äàííûå îáðàáàòûâàþòñÿ, î÷èùàþòñÿ îò øóìîâ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå êîìïüþòåðèçèðîâàííîé �êàðòû îïåðàöèé�.

Îáðàáîòàíû äàííûå ñåìè îïåðàöèé, âî âðåìÿ êîòîðûõ öåðåáðàëüíûå àíåâðèçìû
èñêëþ÷àëèñü èç êðîâîòîêà êàê ñ ïîìîùüþ óñòàíîâêè ñòåíòîâ, òàê è ñ ïîìîùüþ ìèê-
ðîñïèðàëåé (êîéëèíã). Âûïîëíåí àíàëèç èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè âáëèçè àíåâðèçìû è â öåëîì ïî ñèñòåìå
áëèçëåæàùèõ ê íåé ñîñóäîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ R ñèñòåìû èñïîëüçîâà-
ëàñü ëèíåéíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ R = P/V , ãäå P è V � îñðåäíåííûå
çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â ñîñóäå. Âûÿâëåíû ìåñòà ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â ñîñóäàõ â îïåðàöèîííîì ïîëå.

Îáíàðóæåíû âàæíûå è èíòåðåñíûå òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ êðîâîòîêà ïîñëå óñïåø-
íîãî èçëå÷åíèÿ öåðåáðàëüíûõ àíåâðèçì, â ÷àñòíîñòè, âûðàâíèâàíèå ñîïðîòèâëåíèÿ
â ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ êðîâåíîñíîé ñåòè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíûì ôàêòîðîì, ïî-
ñêîëüêó óìåíüøàåò ãðàäèåíòû ïàðàìåòðîâ êðîâîòîêà, áîëüøèå âåëè÷èíû êîòîðûõ
óâåëè÷èâàþò ðèñê ðàçðûâà ñîñóäîâ. Òàê, âî âðåìÿ îïåðàöèè ïàöèåíòà Ï. áîëüøîé
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ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñîïðîòèâëåíèÿ â ñåòè äî îïåðàöèè çíà÷èòåëüíî óìåíüøèëñÿ (ïðè-
áëèçèòåëüíî â 30 ðàç).

Àíàëèç êëèíè÷åñêèõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñòàíîâêà ñïèðàëåé è ñòåíòîâ âîçìó-
ùàåò ïîòîê â ñîñóäàõ, èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû êðîâîòîêà, îñîáåííî â ìåñòàõ áèôóðêàöèè
ñîñóäîâ. Âåðîÿòíî, ñòàáèëèçàöèÿ ãåìîäèíàìèêè, ñîïðîâîæäàþùàÿ âûõîä ïàðàìåòðîâ
êðîâîòîêà íà ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðîèñõîäèò ïîñëå îêîí÷àíèÿ îïåðàöèè è çàíèìà-
åò äî íåñêîëüêèõ äíåé. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî äëèòåëü-
íîå íàáëþäåíèå ãåìîäèíàìèêè ïàöèåíòà â ïîñëåîïåðàöèîííûé ïåðèîä è âñåñòîðîííåå
ôèçèîëîãè÷åñêîå îáñëåäîâàíèå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-00036).

ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÁÅÃÓÙÅÉ ÂÎËÍÛ È ÅÃÎ ×ÈÑËÅÍÍÀß
ÐÅÀËÈÇÀÖÈß Â ÃÅÒÅÐÎÃÅÍÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Ñ ÄÂÓÌß ÄÀÂËÅÍÈßÌÈ

À.Â. Ôåäîðîâ, È.À. Áåäàðåâ

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ïðîáëåìà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãåòåðîãåííûõ
ñìåñÿõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé [1]. Äåéñòâèòåëüíî, âî ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñàõ è òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ ðàáî÷èìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ ñìåñè ãàçîâ è ìåëêèõ
÷àñòèö/êàïåëü. Íàïðèìåð, ïðè ïðîïóñêàíèè ðåàãåíòîâ ÷åðåç ñûïó÷èé êàòàëèçàòîð
èëè ïðè ðåàêöèÿõ â ïñåâäîîæèæåííîì ñëîå âåùåñòâà, ïîääåðæèâàåìîãî âîñõîäÿùèì
ïîòîêîì ãàçà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ òå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
âçàèìîïðîíèêàþùåå äâèæåíèå ôàç è êîìïîíåíòîâ. Ïðè èçó÷åíèè óñëîâèé, îïàñíûõ
äëÿ âîñïëàìåíåíèÿ ÷àñòèö, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò è ïðîáëåìà î ïîäíÿòèè óäàðíîé
âîëíîé ñëîÿ ÷àñòèö íàñûïíîé ïëîòíîñòè.

Â ðàáîòå ðàìêàõ ìîäåëè ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä èññëåäîâàíî äâèæåíèå óäàð-
íûõ âîëí ïî ñìåñè ãàçà è ìåëêèõ òâåðäûõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ ñêîðîñòåé ôàç,
íàëè÷èÿ ìåæãðàíóëÿðíîãî äàâëåíèÿ ÷àñòèö è èõ êîíå÷íîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè.
Àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî èçó÷åí âîïðîñ î òîì, êàêèå âèäû ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ñó-
ùåñòâóþò è óñòîé÷èâû â ðàññìàòðèâàåìîé äèñïåðñíîé ñðåäå, è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
îíè ðåàëèçóþòñÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ
èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìîäåëè ðàçðàáîòàíû ñõåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè òèïà
TVD äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó, à äëÿ àïïðîêñèìàöèé ïî âðåìåíè èñïîëü-
çîâàíû ñõåìû òèïà Ðóíãå � Êóòòû ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äåòàëè ÷èñëåííîãî
ìåòîäà ìîæíî íàéòè â [2]. Íà îñíîâå äàííîãî àëãîðèòìà ðàññ÷èòàíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðåøåíèÿ â êëàññå áåãóùèõ âîëí. Ïîñòðîåíà êàðòà ðåæèìîâ òå÷åíèé â âèäå óäàð-
íûõ âîëí, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè ñìåñè çà óäàðíîé
âîëíîé â çàâèñèìîñòè îò åå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è îòíîñèòåëüíîé ìàññîâîé êîíöåí-
òðàöèè ãàçîâîé ôàçû. ×èñëåííî íàéäåíû óïîìÿíóòûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ
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ðàçëè÷íûõ òèïîâ óäàðíûõ âîëí. Èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ãåòåðîãåííîé ñðåäû.
Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ �ìÿãêèõ� ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîãäà ãðàäèåíòû
âñåõ ïàðàìåòðîâ íà ãðàíèöå íóëåâûå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ òèïà �ïîðøíÿ�, âîë-
íîâûå êîíôèãóðàöèè äëÿ ñêîðîñòåé îáåèõ ôàç ñîõðàíÿþò ñòàöèîíàðíîñòü ïðè ñâîåì
äâèæåíèè. Â ñëó÷àå óñëîâèé �ñòåíêè� íà ëåâîé ãðàíèöå â ýòîé îáëàñòè îáðàçóåòñÿ
çîíà ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ, è ñëåâà íàïðàâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ.
Òî åñòü ñíÿòèå óñëîâèÿ òèïà �ïîðøíÿ� ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ è ïîñòåïåííîìó çàòó-
õàíèþ óäàðíîé âîëíû ïîä âîçäåéñòâèåì âîëíû ðàçðåæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 16-19-00010).
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Ñ ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÎ ÂÛ×ÈÑËßÅÌÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
ÐÅØÅÍÈÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ì.Þ. Ôèëèìîíîâ1,2, A.Ìàñèõ2, Ì.È. Åìåëüÿíîâ1,2

1Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã
2Óðàëüñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

Îäíèì èç àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ñïåöèàëüíî
âûáèðàåìûõ ôóíêöèé, Êîýôôèöèåíòû òàêèõ ðÿäîâ íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êàê
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ðåêóððåíòíîñòü íàõîæ-
äåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé [1] (ñì. òàêæå
ðàçäåë II â ìîíîãðàôèè [2]). Òàêîé âûáîð, â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ òèïà Ãàëåðêèíà,
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷íîñòüþ, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûå
ïîäõîäû ïðèâîäÿò ê öåïî÷êå êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äàæå äëÿ íåëèíåéíûõ èñõîäíûõ
óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ [1, 3, 4]. Â ðà-
áîòå ðàññìîòðåí êëàññ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðûõ
óäàëîñü ïîñòðîèòü íîâûå êëàññû ðåøåíèé â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-01-00401) è ãîñáþäæåòíîãî ïðîåêòà 12-Ï-1-1009.
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÏËÎÑÊÈÅ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÅÑß
ÈÇÝÍÒÐÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÈÕÐÅÂÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÃÀÇÀ

Ñ.Â. Õàáèðîâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ð. Ð. Ìàâëþòîâà ÓÍÖ ÐÀÍ, Óôà

Äëÿ ìîäåëè èäåàëüíîãî ãàçà õîðîøî èçâåñòíà [1,2] èíâàðèàíòíàÿ ïîäìîäåëü äâó-
ìåðíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé. Äëÿ ýòîé ïîäìîäåëè íàéäåíî ìíîãî òî÷íûõ ðåøå-
íèé è ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áåçâèõðåâûõ èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé.
Áåçâèõðåâûå òå÷åíèÿ ñ ïåðåìåííîé ýíòðîïèåé âîçìîæíû òîëüêî ïî êîíöåíòðè÷å-
ñêèì îêðóæíîñòÿì [1]. Ïîòåíöèàëüíûå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ çà óäàðíîé âîëíîé
ñòàíîâÿòñÿ âèõðåâûìè è ñ ïåðåìåííîé ýíòðîïèåé. Äëÿ âèõðåâûõ òå÷åíèé íàéäåíû
îòäåëüíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ [3]. Áîãàòñòâî àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ
îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ó ïîäìîäåëè èíòåãðàëîâ ýíòðîïèè, Áåðíóëëè, òðåòüåé êîîð-
äèíàòû ñêîðîñòè è çàâèõðåííîñòè. Ãðóïïîâîé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñèñòåìàòèçèðîâàòü
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, íàìåòèòü ïóòè êîíñòðóêòèâíîãî ïîèñêà íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ðåøåíèé è ìåòîäîâ ðàñ÷åòà. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ èçýíòðîïè÷åñêèõ âèõðåâûõ äâèæå-
íèé ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ïî ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàì: ñêîðî-
ñòè èñòå÷åíèÿ â âàêóóì, çàâèõðåííîñòè è ïî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åííûõ
äâóõ ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè íàéäåíû îïòèìàëüíûå ñèñòåìû íåïîäîáíûõ ïîäàë-
ãåáð. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ðàññìîòðåíû èíâàðèàíòíûå
ïîäìîäåëè äëÿ âñåõ îäíîìåðíûõ ïîäàëãåáð. Ïðîâåäåíà ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé.

Ïîëó÷åíî äâèæåíèå çàâèõðåííîé æèäêîñòè â ïîëîñå, íà ãðàíèöàõ êîòîðîé èìå-
þòñÿ èñòî÷íèêè è ñòîêè, äâèãàþùèåñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ïîëîñå ìîæåò áûòü
ïðÿìàÿ êîíòàêòíîãî ðàçðûâà ñ îñîáåííîñòüþ çàâèõðåíîñòè, íî òàêæå åñòü äðóãîå
ðåøåíèå áåç îñîáåííîñòåé.

Ïîëó÷åíî âûïðÿìëåíèå âèõðåâîãî ïîòîêà, ðàñòåêàíèå çàâèõðåííîãî ãàçà ñ îêðóæ-
íîñòè (íå òî÷å÷íûé èñòî÷íèê), äâèæåíèå çàâèõðåííîãî ãàçà ïî îêðóæíîñòÿì, äâè-
æåíèå ïî ñïèðàëÿì ìåæäó äâóõ îêðóæíîñòåé è ò.ï.



Õåíêèí Ã.Ì., Øàíàíèí À.À. 111
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Î ÏÐÎÁËÅÌÅ ÊÎØÈ � ÃÅËÜÔÀÍÄÀ

Ã.Ì. Õåíêèí1, À.À. Øàíàíèí2
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∂f

∂t
+ φ(f)

∂f

∂x
= 0, x ∈ R, t ≥ 0, f(x, 0) = f 0(x), (1)

ãäå f 0(x)� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà R òàêàÿ, ÷òî f 0(x) = α±

ïðè ±x ≥ ±x±. Áóäåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî α− < α+ è f 0(x) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [α−, α+] . Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áóäåì ïîíèìàòü îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå â ñìûñëå Ñ.Í. Êðóæêîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ(f) � ïîëîæèòåëüíàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò òîëüêî èçîëè-
ðîâàííûå íóëè. Ïîëîæèì

Φ(u) =

u∫
α−

φ(y)dy, u ∈
[
α−, α+

]
.

Ïóñòü Φ∗∗(u) � ðåçóëüòàò äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà �
Þíãà � Ôåíõåëÿ ê ôóíêöèè Φ(u). Îáîçíà÷èì S = {u ∈ [α−, α+]|Φ∗∗(u) > Φ(u)}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S =

(
α−
0 , α

+
0

)
∪
(
α−
1 , α

+
1

)
∪ . . .

(
α−
L , α

+
L

)
; α− = α−

0 < α+
0 < α−

1 < <
α+
1 < · · · < α−

L < α+
L = α+; φ(α−

0 ) ̸= c0; φ(α
+
L ) ̸= cL; φ(α

−
l ) ̸= 0, l = (1, . . . , L); φ(α+

l ) ̸=

0, l = (0, . . . , L−1). Îáîçíà÷èì f(y±l (t), t) = α±
l , y±l (t) = argmax

y

+∞∫
y

(f(x, t)−α±
l )dx,

cl =
1

(α+ − α−)

α+
l∫

α−
l

φ(y)dy, l = 0, . . . , L. (2)
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Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû dl(t), l = (0, . . . , L) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì ìàêñâåëëîâ-
ñêîãî òèïà:

clt+dl(t)∫
y−l (t)

(
f(x, t)− α−

l

)
dx +

y+l (t)∫
clt+dl(t)

(
f(x, t)− α+

l

)
dx = 0.

Òåîðåìà. Ôóíêöèè dl(t) = dl, l = (0, . . . , L) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (1) èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó :

||f(·, t)− f̃(·, t)||L1(R) → 0, t→ +∞,

f̃(x, t) =


α−, åñëè x < c0t+ d0,
φ−1 (x/t) åñëè clt+ dl ≤ x < cl+1t+ dl+1, l = (0, 1, . . . , L),
α+, åñëè x > cLt+ dL,

ãäå ôóíêöèÿ φ(f) îïðåäåëåíà íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó S, à cl ñîîòâåòñòâåííî
ïî ôîðìóëàì (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-07-00075).

ÇÀÄÀ×È ÑÎÏÐßÆÅÍÈß ÒÎÍÊÈÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ Â
ÓÏÐÓÃÈÕ ÒÅËÀÕ

À.Ì. Õëóäíåâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ óïðóãèõ òåë, ñîäåðæàùèõ òîíêèå âêëþ÷å-
íèÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ïðè íàëè÷èè îòñëîåíèé. Èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðóãèå,
æåñòêèå è ïîëóæåñòêèå âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ âêëþ÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ
ìîäåëè óïðóãèõ áàëîê Áåðíóëëè � Ýéëåðà è Òèìîøåíêî. Îáñóæäàþòñÿ ïðåäåëüíûå
ïåðåõîäû ïî ïàðàìåòðàì æåñòêîñòè òîíêèõ âêëþ÷åíèé è ïðåäåëüíûå çàäà÷è. Èñ-
ñëåäóþòñÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ âèäà óïðóãîå âêëþ÷åíèå�æåñòêîå âêëþ÷åíèå, óïðóãîå
âêëþ÷åíèå�óïðóãîå âêëþ÷åíèå è íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ êàê ïðè íàëè÷èè
èçëîìà òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ, òàê â ñëó÷àå áåç èçëîìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 15-11-10000).
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Â ÑÒÎËÊÍÎÂÈÒÅËÜÍÛÕ ÃÀÇÎÂÇÂÅÑßÕ
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ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Äëÿ îïèñàíèÿ óäàðíî-âîëíîâîé äèíàìèêè ïëîòíûõ ãàçîâçâåñåé ïðèìåíÿåòñÿ ðàç-
âèòàÿ íàìè ðàíåå ìîäåëü äâóõôàçíîé ñðåäû [1], ïîñòðîåííàÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ìîëåêó-
ëÿðíî-êèíåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ òåîðèè ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ. Â ýòîé ìîäåëè â
ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà èíòåãðàëüíî ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêîãî äâèæå-
íèÿ ÷àñòèö è âåðîÿòíîñòü èõ ñòîëêíîâåíèé, ÷òî âûðàæàåòñÿ â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ
äëÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî äàâëåíèÿ ÷àñòèö. Íàëè÷èå äàâëåíèÿ â ôàçå ÷àñòèö è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñêîðîñòè çâóêà îáóñëàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí
â äèñêðåòíîé ôàçå, óñëîâèÿ íà ñêà÷êå äëÿ êîòîðûõ òàêæå îïðåäåëåíû â [1]. Â [2]
ïîäòâåðæäåíà âîçìîæíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
âîëí ñ îäíèì ñêà÷êîì è ïðèìûêàþùåé çîíîé ðåëàêñàöèè, îïðåäåëåíî âëèÿíèå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö íà óäàðíî-âîëíîâûå ñòðóêòóðû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷å-
íèé ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ñ äâóìÿ ñêà÷êàìè (äâóõôðîí-
òîâûõ) è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ èõ ðåàëèçàöèè. Ðàññìîòðåíû òàêæå íåêîòîðûå çàäà-
÷è óäàðíî-âîëíîâîé äèíàìèêè ãàçîâçâåñåé ñ ïðèìåíåíèåì ñòîëêíîâèòåëüíîé ìîäåëè
[1]. Îïðåäåëåí âêëàä ñòîëêíîâèòåëüíîé äèíàìèêè ÷àñòèö â ïðîöåññû äèñïåðãèðîâà-
íèÿ ãàçîâçâåñåé è êàðòèíû äèôðàêöèè óäàðíûõ âîëí íà ïðÿìîóãîëüíîì óñòóïå. Â
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòîëêíîâèòåëüíîå äàâëåíèå èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü
â ðàñïûëåíèè ñëîÿ ÷àñòèö íà íà÷àëüíîé ñòàäèè âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñõîäÿùåéñÿ óäàð-
íîé âîëíû ñî ñëîåì (çàäà÷à î ðàçëåòå ãàçîâçâåñè ïðè öåíòðàëüíîì âçðûâå) è ïðè
ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ. Â çàäà÷àõ äèôðàêöèè íà-
ëè÷èå õàîòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ñëàáî ñêàçûâàåòñÿ íà ôîðìèðîâàíèè ñëîåâûõ ñòðóêòóð
çà óñòóïîì ïðè ìàëûõ îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèÿõ ÷àñòèö. Â ãàçîâçâåñÿõ âûñîêîé çà-
ãðóçêè (çíà÷èìûõ îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé) ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí êàê â
êàíàëàõ, òàê è çà óñòóïîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâåííûì âëèÿíèåì ñòîëêíîâèòåëü-
íîé äèíàìèêè ÷àñòèö íà ñòðóêòóðó òå÷åíèé.
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Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ äå-
ìîíñòðèðóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè, êîãäà íà îäíîé è òîé æå ãðàíèöå òåëà çà-
äàþòñÿ îäíîâðåìåííî è ñàìà ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ, è åå ïðîèçâîäíàÿ
ïî íîðìàëè. Ïðèâîäèòñÿ åå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Äàëàìáåðà. Ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé ïîñòàíîâêå íå òðåáóþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ � çàäàíèå íà ãðà-
íèöå ñòåðæíÿ ïåðåìåùåíèÿ è ïðîèçâîäíîé îò ïåðåìåùåíèÿ ïî êîîðäèíàòå (çàäàíèå
äåôîðìàöèè) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è [1, 2, 3]. Äàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è íà ñëó÷àé äâóõ è òðåõ
ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå íåîä-
íîðîäíîñòü ñðåäû, ôèçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, ðåøàòü äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Íèæå èçîáðàæåíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Çåìëè â âèäå çàãëóáëåííîãî ïîëóáåñêîíå÷-
íîãî ñòåðæíÿ, íà êîíöå êîòîðîãî ïðè x = 0 çàäàþòñÿ èçìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè
ïåðåìåùåíèå u(t) = α(t) è ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðåìåùåíèÿ ux(t) = β(t). Çàäà÷à ñòàâèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî çàäàííûì íà ãðàíèöå òåëà óñëîâèÿì Êîøè îïðåäåëèòü
òî, ÷òî íàõîäèòñÿ â îáëàñòè x < 0, âêëþ÷àÿ èñòî÷íèêè âîçìóùåíèÿ.

Èëëþñòðàöèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ
âûñòðàèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

u
∣∣
x=0

= α(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= β(t),
∂2u

∂x2
=

1

a2
∂2u

∂t2
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ñìåùåíèå u íà ãðàíèöå ñòåðæíÿ, âòîðîå � ñìåùåíèå
íà øàãå x = −h, òðåòüå óðàâíåíèå � íà øàãàõ x = −2h, −3h, ... è òàê äàëåå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàïðåäåëüíîå äåôîðìèðîâàíèå ãîðíûõ ïîðîä, êîãäà ýôôåêòèâ-
íîå íàïðÿæåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ðàçðóøåíèå ýëåìåíòà ñðåäû, ïàäàåò, à ñàìà äå-
ôîðìàöèÿ ðàñòåò. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî íàðóøàåòñÿ ïîñòóëàò Äðóêåðà, ãàðàíòè-
ðóþùèé åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå,
Íåéìàíà è Ðîáåíà.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè â îáëàñòè çàïðåäåëüíûõ äå-
ôîðìàöèé ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñ ÷åòûðüìÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîïàðíî íåîðòîãîíàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ñâÿ-
çûâàþùèìè ÷åòûðå ïàðàìåòðà � ñðåäíåå íàïðÿæåíèå; çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî êà-
ñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ; óãîë, îïðåäåëÿþùèé ãëàâíûå îñè òåíçîðà íàïðÿæåíèé; óãîë
ïîâîðîòà. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ ñðåäû õàðàêòåðèñòèêè ñòàíî-
âÿòñÿ, êàê è â íà÷àëå ðàçðóøåíèÿ, ñîâïàäàþùèìè, ñ îäíèì îòëè÷èåì � èçíà÷àëüíî
îíè ñîñòàâëÿëè óãîë 45◦ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, òåïåðü îäíè èç íèõ ïîâòîðÿ-
þò êîíòóð ãðàíèöû, äðóãèå åé îðòîãîíàëüíû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
èñêîìûõ ÷åòûðåõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî íà îäíîé è òîé æå ãðàíèöå, íà êîòîðîé íà-
÷èíàåòñÿ ðàçðóøåíèå, çàäàòü îäíîâðåìåííî è âåêòîð íàïðÿæåíèé Êîøè è âåêòîð
ïåðåìåùåíèé. Åñëè ãîâîðèòü î ñîîòíîøåíèÿõ íà õàðàêòåðèñòèêàõ, òî îíè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè
äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàâàòü ïóòü èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïóòè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé: âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè
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ïóòü íàãðóæåíèÿ èëè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâà ó÷àñòêà � íà ïåðâîì
ó÷àñòêå ôèêñèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ óãëîâ ïðè èçìåíÿþùèõñÿ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî íàïðÿ-
æåíèÿ è ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, íà âòîðîì ó÷àñòêå èçìåíÿþòñÿ
óêàçàííûå óãëû ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé. Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ
îáóñëîâëåí ìåõàíèçìîì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ � âíà÷àëå â òåëå âûñòðàèâà-
åòñÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé äàëåå ïðîèñõîäèò äåôîðìàöèÿ ñðåäû. Ïîñëå äåôîðìàöèè
âûñòðàèâàåòñÿ íîâàÿ ñòðóêòóðà. Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèé õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷àåì ÷å-
òûðå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé â îáëàñòè çàïðå-
äåëüíûõ äåôîðìàöèé âîêðóã âûðàáîòêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëåíà ãðàíèöà, çà êîòîðîé ïîñëåäóåò îáëàñòü óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèõ è ÷èñòî óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Ïîêàçàíî, êàê ïî ïåðåîïðåäåëåííûì äàííûì
íà ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé â ýòèõ îáëàñòÿõ.
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ñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, 2015. C. 4035�4036.

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÎÑÖÈËËßÒÎÐ ÂÀÍ ÄÅÐ ÏÎËß �
ÄÓÔÔÈÍÃÀ ÊÀÊ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÅÎËÎÃÈÈ ÌÎÇÃÀ

À.À. ×åðåâêî1,2, È. Â. Óôèìöåâà2, À.Ê. Õå1,2, À.Ï. ×óïàõèí1,2, À.À. Òóëóïîâ3

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Èíñòèòóò �Ìåæäóíàðîäíûé òîìîãðàôè÷åñêèé öåíòð� ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëü ñëîæíîé ñèñòåìû, êàê ãåìîäèíàìèêà ìîçãà, ìîæåò îñó-
ùåñòâëÿòüñÿ ìîäåëÿìè ðàçíûõ óðîâíåé è íà ðàçíûõ ïðèíöèïàõ. Îäíèì èç ïîäõî-
äîâ, ðåàëèçîâàííûõ àâòîðàìè ðàáîòû, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàþùåãî ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ
â ñëîæíîé ìíîãîôàçíîé ñèñòåìå �ïîòîê êðîâè�óïðóãàÿ ñòåíêà ñîñóäà�îêðóæàþùàÿ
ñðåäà ìîçãà� íà îñíîâå òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(À.Â. Ìèõàéëîâà, À.À. ×åðåâêî, À.Ï. ×óïàõèí, 2014, 2015). Ýòîò àëãîðèòì ïîêàçàë
ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè îïèñàíèè òå÷åíèÿ êðîâè â öåðåáðàëüíûõ àðòåðèÿõ. Óðàâ-
íåíèå îáîáùåííîãî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

εy′′ + P2(y)y
′ +Q3(y) = kz(t) (1)

ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùèì ðåîëîãèþ ýòîé ñðåäû.
Â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèè y = y(t), z = z(t) � ïàðàìåòðû êðîâîòîêà, ε � ìàëûé
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ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð. Ôóíêöèè P2(y) = a0+a1y+a2y
2, Q3(y) = b1y+d2y

2+ b3y
3

õàðàêòåðèçóþò âÿçêèå è óïðóãèå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Êîýôôèöèåíòû (ai, bi), âõîäÿùèå
â (1), èíäèâèäóàëüíû äëÿ êàæäîãî ïàöèåíòà è îïðåäåëÿþòñÿ ïî äàííûì ìîíèòîðèíãà
êðîâîòîêà (À.Ë. Êðèâîøàïêèí, À.Ï. ×óïàõèí, À.À. ×åðåâêî, À.Ê. Õå, Ê.Þ. Îðëîâ,
2012, 2013). Â ðàáîòå îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ñîñóäîâ äðóãîãî
òèïà: öåðåáðàëüíûõ âåí è ñèíóñîâ, à òàêæå äëÿ ñèëèêîíîâîé ìîäåëè áèôóðêàöèè
ñåòåé àðòåðèè. Ìîäåëü îïðîáîâàíà íà ìàññèâàõ 137 èçìåðåíèé â àðòåðèÿõ, 6 � â
ñèíóñàõ, 17 � â âåíàõ ãîëîâíîãî ìîçãà. Ìîäåëü (1) îïèñûâàåò ðåëàêñàöèîííûå êîëå-
áàíèÿ â óïðóãîé ìîäåëè òðîéíèêà ïðè ðàçëè÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ
â ñîñóäå (40 èçìåðåíèé). Ïî èòîãàì îáðàáîòêè èçìåðåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé
âûâîä.

Óðàâíåíèå (1) î÷åíü òî÷íî îïèñûâàåò ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ â àðòåðèÿõ, õî-
ðîøî � â âåíàõ è óïðóãîé ìîäåëè áèôóðêàöèè, ìåíåå òî÷íî � â ñèíóñàõ ãîëîâíîãî
ìîçãà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 14-01-0036). Èññëåäîâàíèå íà óïðóãîé ìîäåëè áè-
ôóðêàöèè ñîííîé àðòåðèè ïîääåðæàíî ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 14-35-00020).

ÏÎÄÌÎÄÅËÈ ÌÎÄÅËÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ
Â ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÅ

Þ.À.×èðêóíîâ

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Äëÿ ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè íåëèíåéíîé äèôôóçèè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå
ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ íàéäåíû âñå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè è êîýôôèöèåíòû ïî-
ãëîùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò íåïðåðûâíóþ ãðóïïó Ëè ïðåîáðàçîâà-
íèé, äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé. Äëÿ êàæäîé òàêîé ìîäåëè âñå ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷íûå (íå ñâÿçàííûå òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ
ëèáî íàéäåíû â ÿâíîì âèäå, ëèáî èõ îòûñêàíèå ñâåäåíî ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàëè÷èå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â ýòèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ è ôîðìóëû ïðîèçâîäñòâà ðåøåíèé ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Äëÿ ïîëó÷åííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé èñ-
ñëåäîâàíû: 1) äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå çàäàíû êîíöåíòðàöèÿ è åå ãðàäèåíò; 2) äèôôóçèîííûé ïðî-
öåññ, äëÿ êîòîðîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå çàäàíû
êîíöåíòðàöèÿ è åå ñêîðîñòü. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ óñòàíîâëå-
íû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ äàííûå
ïðîöåññû. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñâåäåíî ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè äèôôóçèè
âåùåñòâà, äèôôóçèè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè è äðóãèõ ÷àñòèö, äèôôóçèè ïîëÿ,
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.
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ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÑÏÀÄÅ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÐÛÂÀ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÕÎÏÔÀ ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ

À.Ï. ×óãàéíîâà

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà îáîáùåííîãî óðàâ-
íåíèÿ Õîïôà. Ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîïðîêèäûâàþùèõñÿ âîëí
Ðèìàíà è óäàðíûõ âîëí, èìåþùèõ óñòîé÷èâóþ ñòàöèîíàðíóþ èëè íåñòàöèîíàðíóþ
ñòðóêòóðó. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â óêà-
çàííîé ïîñòàíîâêå âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

ÆÈÄÊÎÑÒÜ ÊÎÑÑÅÐÀ � ÁÈÍÃÀÌÀ:
ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â.Â. Øåëóõèí

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Äëÿ óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíîé âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè Áèíãàìà èññëåäîâàí
âîïðîñ î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïî âðåìåíè â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ñ ïåðè-
îäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [1]. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé æèäêîñòè Áèíãàìà,
â ìèêðîïîëÿðíîé æèäêîñòè Áèíãàìà èìåþò ìåñòî ìèêðîâðàùåíèå è ìèêðîèíåðöèÿ;
êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî äâà òèïà òâåðäîòåëüíûõ çîí. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä àíàëèçà
óðàâíåíèé îòëè÷åí îò ïîäõîäà Äþâî � Ëèîíñà: âìåñòî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ ãëàäêèì îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 15-01-01091).
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ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÄËß
ÓÏÐÓÃÈÕ ÒÅË Ñ ÒÎÍÊÈÌÈ ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÂÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Â.Â. Ùåðáàêîâ

Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Êîíñòðóèðîâàíèå êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ âûñîêîé óäåëüíîé
ïðî÷íîñòüþ, æåñòêîñòüþ è âÿçêîñòüþ ðàçðóøåíèÿ îáû÷íî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì àðìè-
ðîâàíèÿ ìàòðèöû âûñîêîïðî÷íûì è æåñòêèì ñîñòàâëÿþùèì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
óæå íà ñòàäèè èçãîòîâëåíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ èëè íà ðàííåé ñòàäèè ýêñ-
ïëóàòàöèè â íèõ ïîÿâëÿþòñÿ òðåùèíû. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ
òåîðèè ðàçðóøåíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé ìîæåò áûòü îñíîâàí íà ýíåðãåòè÷åñêîì êðè-
òåðèè òèïà Ãðèôôèòñà, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî äëèíå òðåùèíû (ñêîðîñòè âûñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè â âåð-
øèíå òðåùèíû).

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ
äëÿ äâóìåðíîãî óïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî òîíêîå óïðóãîå âêëþ÷åíèå ñ âîçìîæ-
íûì îòñëîåíèåì. Â êà÷åñòâå îñíîâû ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçÿ-
òû èäåè, èçëîæåííûå â [1]. Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
âêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãèõ áàëîê Áåðíóëëè � Ýéëåðà. Íà-
ëè÷èå îòñëîåíèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òðåùèíû ìåæäó âêëþ÷åíèåì è óïðóãîé
ìàòðèöåé. Èññëåäîâàíà ðåãóëÿðíîñòü ñëàáîãî (âàðèàöèîííîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äî-
êàçàíà äèôôåðåíöèðóìîñòü ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó, õàðàêòåðèçóþùåìó
âîçìóùåíèå òðåùèíû, ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé. Â ÷àñòíîñòè, óñòà-
íîâëåíà ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî äëèíå òðåùèíû (ôîð-
ìóëà òèïà Ãðèôôèòñà). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå âåêòîðíûõ ïîëåé, îïè-
ñûâàþùèõ âîçìóùåíèå òðåùèíû, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè â âèäå èíâàðèàíòíûõ èíòåãðàëîâ, íå çàâèñÿùèõ îò ãëàäêèõ çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ, îêðóæàþùèõ îäíó èëè îáå âåðøèíû òðåùèíû. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíîìó ñäâèãó è ðàñòÿæåíèþ òðåùèíû, ïîëó÷å-
íû àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ èíòåãðàëîâ ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ:
J-èíòåãðàëà Ýøåëáè � ×åðåïàíîâà � Ðàéñà èM -èíòåãðàëà, ñì. [2]. Âàæíî îòìåòèòü,
÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ íàëè÷èåì íîâûõ ñèíãóëÿðíûõ
ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé òîíêîãî óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä
ïðîåêòà 15-11-10000).
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ÐÀÇÂÈÒÈÅ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ È ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ
ÏÐÈ ÎÏÐÎÊÈÄÛÂÀÍÈÈ ÏÎÄÂÅÒÐÅÍÍÛÕ ÂÎËÍ

Ñ.Í. ßêîâåíêî

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Èçó÷åíû ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è òóðáóëåíòíîñòè ïðè îáðóøåíèè
ïîäâåòðåííûõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ äâóìåðíûì ïðåïÿòñòâèåì âûñîòû H â óñòîé÷èâî
ñòðàòèôèöèðîâàííîì ïîòîêå ñ ïîñòîÿííîé âõîäíîé ñêîðîñòüþ U . Ïðîâåäåí àíàëèç
ïîëåé ñêîðîñòè, ñêàëÿðà è ñïåêòðîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè 102 ≤ Re ≤ 104, 1 ≤ Pr ≤ 700.
Ñëó÷àé Re = 4000 è Pr = 1 èññëåäîâàí â [1], ãäå ðàçðåøåíèå DNS áûëî äîñòàòî÷-
íûì äëÿ âûÿâëåíèÿ äåòàëåé ïåðåõîäà. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû DNS ïðè Pr = 1 è
ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ïîêàçûâàþò, ÷òî íà òðàíñâåðñàëüíûõ ñïåêòðàõ ïðè
Re > 200 íàáëþäàåòñÿ íàáîð ïèêîâ ðàçíûõ ìîä (0.3H ≤ λy ≤ 3.3H) âî âðåìÿ ðîñòà
íåóñòîé÷èâîñòè Ðýëåÿ �� Òåéëîðà (ÍÐÒ) è êðóïíîìàñøòàáíûõ ìîä � íà ñòàäèè òóð-
áóëåíòíîñòè. Âîçìóùåíèÿ ÍÐÒ ìàëîé àìïëèòóäû ïðè Re = 200 è Pr ∼ 1 íå ïðèâîäÿò
ê ðàçâèòèþ òóðáóëåíòíîñòè â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Pr≫ 1 (ñì. ðèñóíîê), êîãäà ñïåêòðû

íà ýòàïå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè èëëþñòðèðóþò èíåðöèîííûé èíòåðâàë (k
−5/3
y ).

y

z

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2.5

3.0 6.78 6.83 6.88 6.93 6.98 7.03
t = 45, x = 2.5

ky

E
d

10-1 100 101

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3 k-1

k-5/3

t = 30
t = 40
t = 42
t = 61
t = 82

Re

λ/
Η

102 103 104

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
3.0
3.5

Pr = 1

113 Re-2/3

Pr = 7

43 Re-2/3

Pr = 700

113/43 = 71/2 = (Pr1/Pr2)
1/2

Èçîëèíèè ïëîòíîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, DNS, Re = 200, Pr = 700 (ñâåðõó);

òðàíñâåðñàëüíûé ñïåêòð äèñïåðñèè ïóëüñàöèé ñêàëÿðà, Re = 200, Pr = 700 (ñëåâà); äëèíà

âîëíû ìàêñèìàëüíî íàðàñòàþùåãî âîçìóùåíèÿ êàê ôóíêöèÿ Re è Pr (ñïðàâà)
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈ ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÒÅ×ÅÍÈß ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÅ

À.À. ßí÷åíêî1,2, À.Ï. ×óïàõèí1,2, Å.È. Ðîìåíñêèé3

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
3Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü
óïðóãóþ ïîðèñòóþ ñðåäó ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ ñèñòåì
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äàííûé ïîäõîä óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé
òå÷åíèÿ äâóõôàçíûõ æèäêîñòåé. Â îáùåì âèäå òàêàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â òåðìè-
íàõ ïîðîæäàþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ïîðîæäàþùèõ ïåðåìåííûõ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìåþò äèâåðãåíòíûé âèä,
îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñèììåòðè÷íîé ôîðìå è ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðè
óñëîâèè âûïóêëîñòè ïîðîæäàþùåãî ïîòåíöèàëà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà åå ðåøåíèÿõ âûïîëíåí äîïîëíè-
òåëüíûé çàêîí � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè [1].

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óêàçàííûì ñâîéñòâàì è îïèñûâàþùàÿ òå-
÷åíèå ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü óïðóãóþ ïîðèñòóþ ñðåäó çàïèñûâàåòñÿ â âèäå



∂ρα1

∂t
+
∂ρα1uk
∂xk

= λ(p1 − p2),
∂ρ

∂t
+
∂ρuk
∂xk

= 0,
∂ρ1α1

∂t
+
∂ρ1α1u

1
k

∂xk
= 0,

∂(u1k − u2k)

∂t
+
∂(u1iu

1
i /2− u2iu

2
i + e1 + p1/ρ1 − e2 − p2/ρ2)

∂xk
= −ekljulωj − χEwk

,

∂(α1ρ1u
1
i + α2ρ2u

2
i )

∂t
+
∂(α1ρ1u

1
iu

1
k + α2ρ2u

2
iu

2
k + α1p1 + α2p2 − α1σ̃ik)

∂xk
= 0,

∂ρFij

∂t
+
∂(ρFijuk − ρFkjui)

∂xk
= 0.

(1)

Â ñèñòåìå (1) α1 � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ óïðóãîé ñðåäû, ρ � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü
ñìåñè, ρ1 � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü óïðóãîé ñðåäû, ui � ñêîðîñòü ñìåñè, u1i � ñêîðîñòü
óïðóãîé ñðåäû, u2i � ñêîðîñòü æèäêîñòè, wi � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû
îòíîñèòåëüíî æèäêîé, Fij � òåíçîð ãðàäèåíòà óïðóãîé äåôîðìàöèè ýëåìåíòà ñðåäû
â öåëîì, e1 � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé ñðåäû, e2 � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ æèä-
êîñòè, E � îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ, eklj � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé
òåíçîð, ωj � âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ââåäåííàÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå äëÿ
ðàçíîñòè ñêîðîñòåé çàïèñàòü â äèâåðãåíòíîì âèäå; λ > 0 è χ > 0.

Óïðóãàÿ è æèäêàÿ ôàçà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèìè èíäèâèäóàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
ñîñòîÿíèÿ. Òàê, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ æèäêîé ôàçû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

e2 =
c22

γ2(γ2 − 1)

(
ρ2
ρ20

)γ2−1

+
c22ρ20 − γ2p20

γ2ρ2
,
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ãäå c2, γ2, ρ20, p20 � êîíñòàíòû, çàäàþùèå ñâîéñòâà æèäêîñòè. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
óïðóãîé ñðåäû (e1) ñîñòîèò èç ñóììû ýíåðãèé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè el è ñäâèãîâîé
äåôîðìàöèè es

e1 = el + es.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ âûáîðîì es ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [2].
Äëÿ ñèñòåìû (1) ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ îáú-

åìîâ. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ è èñcëåäîâàíèå ÷àñò-
íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Òàêèå ðåøåíèÿ íóæíû äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííîãî ìå-
òîäà. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îäíîìåðíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 16-31-00223).
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ 3D-ÑÅÒÈ ÑÎÑÓÄÎÂ
ÃÎËÎÂÍÎÃÎ ÌÎÇÃÀ ÏÎ ÄÀÍÍÛÌ ÌÐÒ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÂÀÐÜÈÐÎÂÀÍÈß ÑÊÀÍÈÐÓÞÙÅÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ã.Ñ. ßíüêîâà3, Ñ. Â. Ìàëüöåâà2,3,4, À.À. ×åðåâêî3,4, Ä. Â. Ïàðøèí4, À.Ê. Õå3,4,
À. Å. Àêóëîâ1, Ì.Ï. Ìîøêèí1,3, À.Ï. ×óïàõèí3,4

1Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò öèòîëîãèè è ãåíåòèêè

ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê
3Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
4Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Êðîâåíîñíàÿ ñèñòåìà ãîëîâíîãî ìîçãà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è èíòåíñèâíî ðàáîòàþùåé
ñèñòåìîé, ñíàáæàþùåé âñå ó÷àñòêè ìîçãà íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì êèñëîðîäà, ãëþ-
êîçû è äðóãèõ âåùåñòâ. Îò åå ýôôåêòèâíîñòè âî ìíîãîì çàâèñèò ôóíêöèîíèðîâàíèå
îðãàíèçìà. Æèâûì ñèñòåìàì ïðèñóùà âàðèàáåëüíîñòü, ïðè ñîõðàíåíèè îñíîâíûõ ïà-
ðàìåòðîâ îòäåëüíûå îñîáè èëè äàæå ëèíèè îñîáåé èìåþò îòëè÷èÿ â ãåîìåòðèè ñåòè,
çíà÷åíèÿõ åå ïàðàìåòðîâ. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âàðèàáåëüíîñòè
ñòðîåíèÿ êðîâåíîñíîé ñèñòåìû ìîçãà, ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ îöåíêè ýô-
ôåêòèâíîñòè ãåìîäèíàìèêè ìîçãà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ãåìîäèíàìèêè íåîáõîäèìî èìåòü ðåàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ñîñóäè-
ñòîé ñèñòåìû ãîëîâíîãî ìîçãà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êîíôèãóðàöèé óñïåøíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíàÿ òîìîãðàôèÿ (ÌÐÒ). Îäíàêî ïðè íàëè÷èè ñèëüíûõ
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èçâèòîñòåé è ñóæåíèé ñîñóäîâ â âîññòàíîâëåííûõ òðåõìåðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ íàáëþ-
äàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ ñîñóäîâ â òåõ ìåñòàõ, ãäå ïîòîê â ñîñóäå ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè
ñêàíèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ îïèñàííîé ïðîáëåìû ïðåðûâàíèÿ ñîñóäîâ áûë ïðåäëîæåí ìå-
òîä âàðüèðîâàíèÿ íàêëîíà ñêàíèðóþùåé ïëîñêîñòè [S.V. Maltseva, A.A. Cherevko et
al., 2016]. Åãî ñóòü ñîñòîèò â ñêàíèðîâàíèè îáúåêòà íå îäíèì íàáîðîì ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòåé (ñëó÷àé ñòàíäàðòíîãî ñêàíèðîâàíèÿ), à íåñêîëüêèìè íàáîðàìè, çàäàâà-
åìûìè íîðìàëÿìè, îòêëîíÿþùèìèñÿ îò ñòàíäàðòíîãî ïîëîæåíèÿ, è ïîñëåäóþùåìó
óñðåäíåíèþ ïîëó÷åííûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñîñóä áûë ïàðàëëåëåí ñòàí-
äàðòíîé ñêàíèðóþùåé ïëîñêîñòè, òî îí óæå íå áóäåò ïàðàëëåëüíûì ê îñòàëüíûì íà-
áîðàì ñêàíèðóþùèõ ïëîñêîñòåé, ÷òî óñòðàíèò åãî ïðåðûâàíèå íà ÌÐÒ-èçîáðàæåíèè.

Ìåòîä âàðèàöèè ñêàíèðóþùåé ïëîñêîñòè áûë ïðèìåíåí ê 12 ìûøàì äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ ãåíåòè÷åñêèõ ëèíèé: êîíòðîëüíîé è ñ íîêàóòîì ïî ÔÍÎ (TNFKO) íà îñíîâå
ãåíîìà ëèíèè C57Bl/6(WT). Îí ïîêàçàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü è ïîçâîëèë âîññòàíî-
âèòü àðòåðèàëüíóþ ÷àñòü ñîñóäèñòîãî ðóñëà áåç ðàçðûâîâ.

Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ êîíôèãóðàöèé ìîæíî ñäåëàòü äîñòîâåðíûé âûâîä, ÷òî ó
æèâîòíûõ ñ íîêàóòîì ïî ÔÍÎ îáúåì ìîçãîâîãî êðîâåíîñíîãî ðóñëà ìåíüøå, ÷åì ó
æèâîòíûõ êîíòðîëüíîé ãðóïïû.

Äëÿ ïîñòðîåííûõ êîíôèãóðàöèé ïðîâåäåíû ãåìîäèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ñ ïîìî-
ùüþ ïàêåòà ANSYS/CFX íà áàçå êîìïüþòåðíîãî öåíòðà ÍÃÓ, ïîêàçàâøèå ðàçëè÷èÿ
â ãåìîäèíàìèêå ìîçãîâîãî êðîâîòîêà ïðè ðàçëè÷íîì ñòðîåíèè ñîñóäèñòîé ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (êîä ïðîåêòà 14-
35-00020, â ÷àñòè ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ íà òîìîãðàôå Bruker BioSpec 117/16
USR - ÈÖèÃ ÑÎ ÐÀÍ) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä
ïðîåêòà 14-01-00036, â ÷àñòè ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè). Òîìîãðàôè÷åñêèå
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TOWARD A UNIVERSAL MODEL OF BREAKING WAVES ON
SHALLOW WATER

S. Gavrilyuk1,2, V.Yu. Liapidevskii2,3, A.A. Chesnokov2,3

1Aix-Marseille Universit�e, Marseille, France
2Novosibirsk State University, Russia
3Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of SB RAS, Novosibirsk, Russia

If a wave approaching the coast is long and the variation of the coastal slope is gradual,
spilling breakers usually appear. They are characterized by the appearance of a �nite
turbulent �uid zone riding down the forward slope of the wave (Longuet � Higgins &
Turner, 1974, Duncan, 2001). At the toe of this turbulent zone the wave slope changes
sharply, resulting to the �ow separation and the vorticity creation. The breaking waves
entrain the air into the water by forming `whitecaps' where an intensive dissipation occurs.
Such a turbulent zone has a strong in�uence on the wave evolution.

As it was mentioned in Duncan (2011), theoretical models of spilling breakers are
rare. Indeed, beyond the multiphase aspects, the modelling depends crucially on a precise
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description of the �ow structure. In the case where the �ow potentiality is supposed, one
actually uses an interesting approach based on a coupling between the dispersive Green �
Naghdi equations describing waves far from the coast, and the hyperbolic Saint � Venant
equations near the coast (cf. Tissier et al. (2012)). The di�culty is to understand when
we replace one model by another one. A search of such a �switching criteria� is not a well
de�ned problem even if several empirical criteria were proposed in the literature (wave
phase velocity becomes larger than the �ow velocity, or the wave slope attains a critical
value, for example).

The main issue of our work is a two-layer modelling, where the upper turbulent layer is
considered within the framework of shear shallow water �ows (cf. Teshukov, 2007, Richard
& Gavrilyuk, 2012, 2013, Castro & Lannes, 2014), while the lower layer is potential and
can be described by a Green � Naghdi type model. The interaction between layers is taken
into account through a natural mixing process, where the mixing velocity is proportional
to the intensity of large eddies of the upper layer. Experimental data on the structure
of the turbulent �ow �eld under breaking waves show that the frontiers between the
turbulent region caused by the wave breaking and the potential region are clearly visible
(Nadaoka et al. 1989, Lin & Rockwell, 1994). This justi�es a two-layer scheme for the
modelling of the breaking waves. The model generalizes that derived in Liapidevskii &
Chesnokov (2014) where the hydrostatic approximation in both layers was used, and that
in Richard & Gavrilyuk (2015) where such a two-layer approach was used in the limit
where the thickness of the upper shear layer was vanishing.

In particular, we show that our model is able to describe the transition from undular
to breaking bores when the Froude number varies between 1.3 and 1.4. The shoaling and
the breaking of solitary waves on mild slopes is also well predicted by the model.

A THREE-EQUATIONS MODEL FOR THIN FILMS
DOWN AN INCLINED PLANE

G.L. Richard, J. P. Vila

Institut de Mathematiques de Toulouse, Universite de Toulouse, France

Teshukov's approach to shallow water �ows (Teshukov 2007) is based on the hypothesis
of weakly sheared �ows. This allows to close the problem and to derive a model with
equations for mass, momentum and energy balances. Supplemented by dissipation terms,
this model is able to capture physical phenomena that previous classical models were not
able to handle. In particular, some rapidly varied �ows can be correctly described such
as breaking wave pro�les. The oscillations of the classical hydraulic jump can also be
predicted by this model.

This approach can be generalized even if the �ow is not weakly sheared as long as
a reference �ow is known. This is the case for viscous laminar �ows of thin liquid �lms
down an inclined plane. The reference �ow is the uniform �ow with a self-similar parabolic
velocity pro�le called the Nusselt �ow. The importance of this approach is to derive
a model with the same mathematical structure as the Euler equations of compressible
�uids. This structure allows to solve the equations with classical numerical schemes which
are reliable and robust.



Richard G. L., Vila J. P. 125

Starting from an asymptotic expansion around the Nusselt �ow, the Navier-Stokes
equations and the kinetic energy theorem are averaged over the �uid depth in the 1D case.
The hyperbolic structure of the Euler equations of compressible �uids can be derived by
writing consistently all additional terms as relaxation source terms in the right-hand part
of the equations, apart from capillary dispersive terms and viscous di�usive terms which
take a classical form. We get a three-equations model for mass, momentum and energy
balances equations for the three variables depth, average velocity and enstrophy.

The model is validated by the calculation of the neutral stability curves and by the
numerical simulation of the experiments of Liu & Gollub (1994). The enstrophy variations
agree qualitatively with measurements of velocity pro�les by Nakoryakov et al. (1977) and
Alekseenko et al. (1985). The velocity of a solitary wave at the limit of high Reynolds
numbers can be predicted by a roll wave analysis which generalizes the method of Richard
& Gavrilyuk (2012). This velocity is used to test the nonlinear properties of the model.
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