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Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä íà ñåòêå Øèøêèíà äëÿ íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì ∗

Ñ. Â. Òèõîâñêàÿ

1. Ââåäåíèå

Èññëåäóåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ñõåìà íàïðàâ-
ëåííûõ ðàçíîñòåé íà ñåòêå Ã.È. Øèøêèíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ, íî â ñëó÷àå
íåëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè íàõîæäå-
íèè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå èòåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ äâóõñåòî÷íûé ìåòîä, êîòîðûé
ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëüíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è íà ãðóáîé ñåòêå ñ ïîñëåäóþùåé
èíòåðïîëÿöèåé íàéäåííîãî ðåøåíèÿ íà èñõîäíóþ ñåòêó. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèîííûå
ìåòîäû Íüþòîíà è Ïèêàðà. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ðè÷àðäñîíà.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

Lu = εu′′ + a(x)u′ = f(x, u), x ∈ Ω = (0, 1), u(0) = A, u(1) = B, (2.1)

ãäå ôóíêöèè a , f � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,

ε ∈ (0, 1], a(x) > α > 0, f ′
u(x, u) > 0 íà Ω×R. (2.2)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ïðè óñëîâèÿõ (2.2) èìååò ïîãðàíñëîéíûé ðîñò â
îêðåñòíîñòè x = 0 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2] çàäàäèì ñåòêó:

SN, σ = {xi : xi = xi−1 + hi, x0 = 0, xN = 1, i = 1, 2, . . . , N},

ãäå

hi =
2σ

N
= hN , 1 6 i 6 N/2; hi =

2(1− σ)
N

= HN , N/2 < i 6 N, σ = min
{

1
2
,
2ε

α
lnN

}
.

Òåïåðü äëÿ çàäà÷è (2.1) âûïèøåì ñõåìó íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé:

LN
ε uN

i = ελN
xxuN

i + aiλ
N
x uN

i − f(xi, u
N
i ) = 0, 0 < i < N, uN

0 = A, uN
N = B, (2.3)
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ãäå

λN
x uN

i =
uN

i+1 − uN
i

hi+1
, λN

xxuN
i =

(uN
i+1 − uN

i )/hi+1 − (uN
i − uN

i−1)/hi

(hi + hi+1)/2
.

Äëÿ ñõåìû (2.3) îáîñíîâàíà îöåíêà òî÷íîñòè:

max
i

|u(xi)− uN
i | 6 C0

lnN

N
, (2.4)

ãäå ïîä C è Ci ïîíèìàåì ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íåçàâèñÿùèå îò ε è N .

3. Îïèñàíèå äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà

Ðåøåíèå ñõåìû (2.3) ìîæåò áûòü íàéäåíî íà îñíîâå èòåðàöèé. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó-
÷àå ìåòîäà Íüþòîíà:

ελN
xxu

(m+1)
i + aiλ

N
x u

(m+1)
i − f(xi, u

(m)
i )− f ′

u(xi, u
(m)
i )(u(m+1)

i − u
(m)
i ) = 0,

0 < i < N, u
(m+1)
0 = A, u

(m+1)
N = B, m > 0,

(3.1)

ãäå u
(m)
i = u(m)(xi), i = 0, . . . , N .
Ïóñòü θ = max

x∈Ω, |ξ|6L+δ
|f ′′

uu(x, ξ)|, ‖uN‖N = max
i

|uN
i | 6 L, δ = ‖uN−u(0)‖N . Òîãäà

íåñëîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà:

‖u(m) − uN‖N 6 αθ−1(α−1θδ)2
m

, m > 0. (3.2)

Ìåòîä Íüþòîíà (3.1) êâàäðàòè÷íî ñõîäèòñÿ, åñëè α−1θδ < 1 . Ñ ó÷åòîì îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè (2.4) äëÿ ñõåìû (2.3) çàêëþ÷àåì, ÷òî èòåðàöèè íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü äî
äîñòèæåíèÿ íåðàâåíñòâà:

‖u(mN ) − uN‖N 6 ∆N , ∆N =
lnN

N
. (3.3)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.2), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.3) ïîòðåáóåòñÿ
÷èñëî èòåðàöèé

mN > log2

ln(α−1θ∆N )
ln(α−1θδ)

. (3.4)

Íà êàæäîé èòåðàöèè ëèíåéíàÿ çàäà÷à (3.1) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà ìåòîäîì ïðî-
ãîíêè, ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè ýòîì ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.
Ïóñòü d N � íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Òîãäà äëÿ îñóùåñòâ-
ëåíèÿ èòåðàöèé ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ (3.4) ïîòðåáóåòñÿ êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé:

NN ≈ dN log2

ln(α−1θ∆N )
ln(α−1θδ)

.

Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà èñõîäíîé ñåòêå ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü, åñëè èñïîëü-
çîâàòü äâóõñåòî÷íûé ìåòîä, àíàëîãè÷íî ïîäõîäó â [4]. Ïóñòü Sn, σ � ñåòêà Øèøêèíà,
ñîäåðæàùàÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå, ÷åì èñõîäíàÿ, ÷èñëî óçëîâ, n � ÷èñëî åå øàãîâ. Ðå-
øàåì íà ñåòêå Sn, σ çàäà÷ó (2.1) ñ ïðèìåíåíèåì ðàçíîñòíîé ñõåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé (2.3).
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Ñõåìó ðàçðåøàåì íà îñíîâå ìåòîäà Íüþòîíà ïî àíàëîãèè ñ (3.1). Èòåðàöèè ïðåêðàùàåì,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

‖u(mn) − un‖n 6 ∆n, ∆n =
lnn

n
.

Äàëåå íàéäåííîå íà ñåòêå Sn, σ ñåòî÷íîå ðåøåíèå u(mn) èíòåðïîëèðóåì â óçëû èñ-
õîäíîé ñåòêè SN, σ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè:

Int(x, u) = ui−1 +
ui − ui−1

Xi −Xi−1
(x−Xi−1), Xi−1 6 x 6 Xi, 1 6 i 6 n.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] íà ñåòêå Ã.È. Øèøêèíà ôîðìóëà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî òî÷íîé, à èìåííî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 ïðè âñåõ x âûïîë-
íåíî |Int(x, u)− u(x)| 6 C1(lnN)2/N2 . Òåïåðü çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èòå-
ðàöèé (3.1) êàê ïðîåêöèþ ôóíêöèè Int(x, u) íà ñåòêó Sn, σ . Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ
èòåðàöèé íà ãðóáîé ñåòêå è èíòåðïîëÿöèè ïîñòðîåíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èòåðà-
öèîííîãî ìåòîäà (3.1) ñ òî÷íîñòüþ ∆n , ÷òî ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü, äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñõåìû (2.3) ñ ïðèìåíåíèåì äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà:

NnN ≈ dn log2

ln(α−1θ∆n)
ln(α−1θδ)

+ dN log2

ln(α−1θ∆N )
ln(α−1θ∆n)

+ In,

ãäå In � êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìîå äëÿ èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íîãî
ðåøåíèÿ ñ êðóïíîé ñåòêè íà èñõîäíóþ áîëåå ìåëêóþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

NN −NnN ≈ d(N − n) log2

ln(α−1θ∆n)
ln(α−1θδ)

− In.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äâóõñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñõåìû (2.3)
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí â ñëó÷àå èòåðàöèé Ïèêàðà:

ελN
xxu

(m+1)
i + aiλ

N
x u

(m+1)
i − βu

(m+1)
i = f(xi, u

(m)
i )− βu

(m)
i , 0 < i < N,

u
(m+1)
0 = A, u

(m+1)
N = B.

4. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà

Â äâóõñåòî÷íîì ìåòîäå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ íà äâóõ ñåòêàõ, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü èõ äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïðèìåíèâ ìåòîä Ðè÷àðäñîíà.

Ïóñòü N = kn , ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå (2.3) íà Sn, σ êàê ǔn , à
òàêæå kn = −n/(N − n) , kN = N/(N − n) .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèöèþ äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x) = v(x) + w(x) , ãäå

Lv = f, v(0) = A− w(0), v(1) = B − w(1),

Lw = 0, w(0) = w(1)e−
α
ε , |w(1)| 6 C,

è äåêîìïîçèöèþ uN = vN + wN äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ uN íà ñåòêå SN,σ , ãäå

LNvN = f, vN
0 = v(0), vN

N = v(1),

LNwN = 0, wN
0 = w(0), wN

N = w(1).
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ǔn áóäåò ǔn = v̌n + w̌n . Òîãäà uN − u = (vN − v) + (wN − w)

è ǔn − u = (v̌n − v) + (w̌n − w) .
Áóäåì ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íî [3] äëÿ knǔn − kNuN . Ïðèâåä¼ì îñíîâ-

íûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâ ëåìì, íà êîòîðûõ îòðàæàåòñÿ ñìåíà êîìáèíàöèè.
Ïóñòü ζ(x) = a(x)v′′(x)/2 äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ E(x) êàê

ðåøåíèå çàäà÷è LE(x) = ζ(x), x ∈ [0, 1], E(0) = E(1) = 0 .

Ëåììà 4. 1 . Ïóñòü ε 6 N−1 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî xi ∈ [σ, 1] ñóùåñòâóåò C , ÷òî∣∣v(xi)− (knv̌n(xi) + kNvN (xi))
∣∣ 6 kCN−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî

v̌n(xi)− v(xi) = HnE(xi) + O(n−2) = kHNE(xi) + k2O(N−2),

vN (xi)− v(xi) = HNE(xi) + O(N−2).

Òîãäà âûïîëíåíî

v(xi)− (knv̌n(xi) + kNvN (xi)) = −kn(v̌n − v)(xi)− kN (vN − v)(xi) = kO(N−2),

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. N

Ëåììà 4. 2 . Ïóñòü ε 6 N−1 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî xi ∈ [0, σ] ñóùåñòâóåò C , ÷òî∣∣v(xi)− (knv̌n(xi) + kNvN (xi))
∣∣ 6 kCN−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî

LN (v − v̌n)(xi) = ζ(xi)hn + O(H2
n) = kζ(xi)hN + k2O(H2

N ),

LN (v − vN )(xi) = ζ(xi)hN + O(H2
N ).

Òîãäà âûïîëíåíî

LN (v − (knv̌n + kNvN ))(xi) = knLN (v − v̌n)(xi) + kNLN (v − vN )(xi) = −kO(H2
N ).

Èç îïðåäåëåíèÿ äåêîìïîçèöèé ñëåäóåò, ÷òî v(1) − (knv̌n + kNvN )(1) = 0 , à èç ëåì-
ìû 4. 1 |v(σ)− (knv̌n + kNvN )(σ)| 6 kCN−2 .

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê ±(v(xi)− (knv̌n(xi) + kNvN (xi)) äëÿ xi ∈ [0, σ] ,
âçÿâ â êà÷åñòâå áàðüåðíîé ôóíêöèè kCN−2(1 + xi) , ïîëó÷èì òðåáóåìîå. N

Ëåììà 4. 3 . Äëÿ ëþáîãî xi ∈ [σ, 1] ñóùåñòâóåò C òàêàÿ, ÷òî∣∣w(xi)− (knw̌n(xi) + kNwN (xi))
∣∣ 6

k(k + 1)
k − 1

C

N2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî

|(w − w̌n)(xi)| 6
C

n2
= k2 C

N2
, |(w − wN )(xi)| 6

C

N2
.

Òîãäà âûïîëíåíî

|w(xi)− (knw̌n + kNwN )(xi)| = |kn(w − w̌n)(xi) + kN (w − wN )(xi)| 6
k(k + 1)
k − 1

C

N2
,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. N

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (x) êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

LF (x) =
2
α

εa(x)w′′(x), x ∈ [0, σ], F (0) = 0, F (σ) = wN (σ)− w(σ).
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Ëåììà 4. 4 . Äëÿ ëþáîãî xi ∈ [0, σ] ñóùåñòâóåò C òàêàÿ, ÷òî∣∣w(xi)− (knw̌n(xi) + kNwN (xi))
∣∣ 6 kCN−2 ln2 N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî

wN
i − w(xi) = N−1 lnNF (xi) + O

(
N−2 ln2 N

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ σ âûòåêàåò, ÷òî lnN = ασ/(2ε) . Òîãäà

wN
i − w(xi) =

ασ

2ε

1
N

F (xi) + O

((ασ

2ε

)2 1
N2

)
,

w̌n
i − w(xi) =

ασ

2ε

1
n

F (xi) + O

((ασ

2ε

)2 1
n2

)
= k

1
N

ασ

2ε
F (xi) + k2O

(
1

N2

(ασ

2ε

)2
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî

w(xi)− (knw̌n(xi) + kNwN (xi)) = kn(w̌n − v)(xi) + kN (wN − v)(xi) = −kO(N−2 ln2 N),

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. N

Òåîðåìà 4. 1 . Ïóñòü ε 6 N−1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò C , ÷òî äëÿ ëþáîãî xi ∈ Sn,σ∣∣u(xi)− (knǔn(xi) + kNuN (xi))
∣∣ 6 C

k(k + 1)
(k − 1)

ln2 N

N2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî i âåðíî

u(xi)− (knǔn + kNuN )(xi) = v(xi)− (knv̌n + kNvN )(xi) + w(xi)− (knw̌n + kNwN )(xi).

Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåìì 4. 1 � 4. 4. N

Èç òåîð. 4. 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè k äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ýêñòðàïîëÿöèÿ Ðè÷àðäñîíà
íå äàñò ñóùåñòâåííûé âûèãðûø. Ïîýòîìó çíà÷åíèå k = 2 âèäèòñÿ îïòèìàëüíûì.

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

εu′′ + u′ − ueu − g(x) = 0, u(0) = A, u(1) = B,

ãäå A , B , g(x) ñîîòâåòñòâóþò òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x) = e−
x
ε +

1
x + 1

.
Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ çàäàåì íà îñíîâå ëèíåéíîé èí-

òåðïîëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Èòåðàöèîííûé ìåòîä çàâåðøà-
åì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

max
i

|Lh
i u(mh)| 6 α∆N ,

òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñõåìû (2.3) áóäåò âåðíà îöåíêà (3.3).
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà ïðè ε = 10−2 è α = 1 ïðèâåäåíû

â òàáë. 1. Â òàáëèöå (ñëåâà) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N è n óêàçàíî êîëè÷åñòâî èòå-
ðàöèé äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà íà ìåëêîé ñåòêå, ïðè ýòîì â ñêîáêàõ ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî
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èòåðàöèé íà ãðóáîé ñåòêå. Â íèæíåé ñòðîêå óêàçàíî ÷èñëî èòåðàöèé îäíîñåòî÷íîãî ìå-
òîäà â çàâèñèìîñòè îò N . Â òàáëèöå (ñïðàâà) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N è n ïðèâå-
äåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà.
Â íèæíåé ñòðîêå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà â
çàâèñèìîñòè îò N . Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî íîðìà ïîãðåø-
íîñòè äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà è íîðìà ïîãðåøíîñòè
îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû, ïîýòîìó íîðìó ïîãðåøíîñòè äâóõñåòî÷íîãî
ìåòîäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà íå ïðèâîäèì.

Òàáëèöà 1
Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ñëåâà) è íîðìà ïîãðåøíîñòè (ñïðàâà) îäíîñåòî÷íîãî è

äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäîâ Íüþòîíà, ε = 10−2

n N

128 512 2048 8192 40000

64 1(3) 2(3) 2(3) 2(3) 2(3)

128 1(3) 2(3) 2(3) 2(3)

256 1(4) 1(4) 2(4) 2(4)

512 1(4) 1(4) 2(4)

1024 1(4) 1(4) 2(4)

2048 1(4) 1(4)

4096 1(4) 1(4)

20000 1(4)

3 4 4 4 4

n N

128 512 2048 8192 40000

64 6.66e�3 1.08e�3 3.88e�4 1.39e�4 3.90e�5

128 1.05e�3 2.68e�4 7.79e�5 2.06e�5

256 9.75e�4 1.85e�4 5.53e�5 1.42e�5

512 1.28e�4 3.39e�5 8.92e�6

1024 1.04e�4 2.02e�5 5.04e�6

2048 1.24e�5 2.72e�6

4096 9.51e�6 1.48e�6

20000 5.60e�7

2.55e�2 8.09e�3 2.49e�3 7.38e�4 1.78e�4

Èòàê, ïðèìåíåíèå äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê âûèãðûøó â êîëè÷åñòâå àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è íå ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. À èñ-
ïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà ïðè k = 2 è çíà÷åíèÿõ áëèçêèõ ê íåìó ïîâûøàåò òî÷-
íîñòü íà ïîðÿäîê.
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