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Äàííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì òåõ-
íîëîãèè ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Òåõíîëîãèÿ áàçèðóåòñÿ íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè îáðàùåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè è
äèôôóçèè îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè. Äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå àäàï-
òèâíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãåêñàýäðàëüíûõ ñåòîê íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ çàäà÷ äèôôóçèè, êðàåâîé çàäà÷è äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé â ñïëîøíîé ñðåäå ñ ðàçðûâíûìè òåï-
ëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, ìîäåëèðóþùåé âçàèìîäåéñòâèå òåïëîâîé âîëíû ñ òåð-
ìîïàðîé, âïðåññîâàííîé â òâåðäîå òåëî, à òàêæå çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äèíàìèêè ðîñòà íàíîïîð â ïëåíêå îêñèäà àëþìèíèÿ.

1. Ôîðìóëû è îáîçíà÷åíèÿ
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê â îáëàñòè Sn èñïîëü-

çóþòñÿ îáðàùåííûå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè (ñì. [1�4])
â ñëåäóþùåì âèäå:
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2. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííîé çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îáëàñòè Sn:

−ε∆u + a(s) · ∇u + f(s, u) = 0, s ∈ Sn,
u(s) = u0(s), s ∈ ∂Sn,

(3)

ãäå

∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂si∂si
, i = 1, . . . , n, ∇u =

( ∂u

∂s1
, . . . ,

∂u

∂sn

)
,

Sn ⊂ Rn � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂Sn = S̄n \ Sn � åå ãðàíèöà, a(s) � êîíâåê-
òèâíûé âåêòîð, f(s, u) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à 0 < ε ¿ 1 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñåòî÷íûõ êîîðäèíàòàõ ξi ê âèäó:
−εBsξ

n [u] + F [u] = 0,
u(ξ) = ϕ(ξ) , ξ ∈ ∂Ξn,

(4)

ãäå ϕ(ξ) = u0[s(ξ)],

F [u] = {(J)2ai[s(ξ)] + εBsξ
n [si]} ∂u

∂ξj

∂ξj

∂si
+ (J)2f(s(ξ), u) , i, j = 1, . . . , n,

Çàòåì ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé çàìåíÿåòñÿ íà íåñòàöèîíàðíóþ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(ξ, t)

∂u

∂t
= (J)p{εBsξ

n [u]− F [u]},
u(ξ, t) = ϕ0(ξ) , ξ ∈ ∂Ξn, u(ξ, 0) = u0(ξ) , ξ ∈ Ξn .

(5)
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Ðèñ. 1. Ðàçíîñòíàÿ ñåòêà äëÿ ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííîé çàäà÷è: à � ôðàãìåíò òðåõìåðíîé àäàï-
òèâíîé ñåòêè, ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ ðåøåíèÿ u(s) çàäà÷è (3) ñ çàäàííûìè
óñëîâèÿìè; á � ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íà âíóòðåííåé êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè

Ðèñ. 1 è 2 äåìîíñòðèðóþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5) äëÿ n = 3 è p = 1 (ñì. [5]).
Ñåòêè, àäàïòèðóþùèåñÿ ê èñêîìîìó ðåøåíèþ, ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (1). Îïåðàòîð Z[u](s) áðàëñÿ â ñëåäóþùåì âèäå
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Ðèñ. 2. Ðàçíîñòíàÿ ñåòêà äëÿ ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííîé çàäà÷è: à � ôðàãìåíò òðåõìåðíîé àäàï-
òèâíîé ñåòêè, ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåãî ñëîÿ ðåøåíèÿ u(s) çàäà÷è (3) ñ çàäàí-
íûìè óñëîâèÿìè; á � ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íà âíóòðåííåé êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè

Äàííàÿ ìåòðèêà îáåñïå÷èâàëà ñãóùåíèå óçëîâ â ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîÿõ ñ ïîìî-
ùüþ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ c è α.

3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè òåðìîïàðíûõ èçìåðåíèé
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î òåïëîîáìåíå ìåæäó òâåðäûì

âåùåñòâîì è çàïðåññîâàííîé â íåãî òåðìîïàðîé (ðèñ. 3), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêîðîñòü
ïèðîëèçà âåùåñòâà è òåìïåðàòóðà åãî ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííû (ñì. [6]). Â äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì D{xs(y, z, t) ≤ x ≤ xmax, 0 ≤ y ≤
ymax, 0 ≤ z ≤ zmax, t ≥ 0}, âíåøíèå ãðàíèöû êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì
ðàññòîÿíèè îò ãîëîâêè òåðìîïàðû, òàê, ÷òîáû ïðîöåññû òåïëîîáìåíà ìåæäó âåùåñòâîì è
òåðìîïàðîé íå âëèÿëè íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà íèõ. Ëåâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïèðîëèçà, êîòîðàÿ ïåðåìåùàåòñÿ âãëóáü âåùåñòâà ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ rb , òàê ÷òî åå ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì xs(y, z, t) = xs(y, z, 0)+rbt.
Íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå øàðîâîé ãîëîâêè òåðìîïàðû.

à á
Ðèñ. 3. Êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà òåðìîïàðû: à � òåðìîïàðà; á � îáëàñòü ðåøåíèÿ
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Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè D çàïèñûâàåòñÿ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå
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∂
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∂T

∂z
)
)

= 0, (7)

ãäå C, ρ, λ � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ïëîòíîñòü è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòè
âåëè÷èíû ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè â îáëàñòÿõ, çàíÿòûõ âåùåñòâîì è òåð-
ìîïàðîé, íà ãðàíèöàõ ìåæäó êîòîðûìè îíè ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîì. Çàïèñü óðàâíåíèÿ (7) â
äèâåðãåíòíîé ôîðìå îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíûé ðàñ÷åò òåïëîâûõ ïîòîêîâ â ñëó÷àå ðàçðûâ-
íûõ çíà÷åíèé òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ óðàâíåíèÿ (7) çàäàâàëèñü ñâîè ãðàíè÷-
íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä
êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû íà ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
ñåòêå.

Â îáëàñòè D ñòðîèëàñü êðèâîëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà, ñãóùàþùàÿñÿ ê ãðàíèöàì
ïîäîáëàñòè, çàíÿòîé òåðìîïàðîé è ÿâëÿþùåéñÿ êâàçèîðòîãîíàëüíîé âáëèçè ãðàíèö ðàçäå-
ëà ìåæäó âåùåñòâîì è òåðìîïàðîé. Óçëû ñåòêè áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ îáðàùåííûõ
óðàâíåíèé äèôôóçèè (1) ïðè n = 3, â êîòîðûõ s1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ x, s2 ñ y, à s3 ñ z.
Îïåðàòîð Z[u](s) áðàëñÿ â âèäå

Z[u](s) = u(s) = u1(s)u2(s),
u1(s) = 0, 01 +

∣∣(x(s))2 + (z(s))2 − r2
m

∣∣,
u2(s) = 0, 01 +

∣∣(x(s))2 + (y(s))2 + (z(s))2 −R2
m

∣∣,
ãäå

x(s) = s1 sin α− s2 cos α,
y(s) = s1 cos α + s2 sin α,
z(s) = s3.

Ôóíêöèÿ u1(s) îáåñïå÷èâàëà ñãóùåíèå âîçëå ãðàíèö öèëèíäðè÷åñêîãî ïðîâîäíèêà, à ôóíê-
öèÿ u2(s) ñãóùàëà ñåòêó âîçëå ãîëîâêè òåðìîïàðû. Òàêàÿ ñåòêà îáåñïå÷èâàëà ïðèåìëåìóþ
òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ïðè íå ñëèøêîì áîëüøîì ÷èñëå åå óçëîâ. Ôðàãìåíòû ïîñòðîåííîé àäàï-
òèâíîé ðàçíîñòíîé ñåòêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ôðàãìåíòû òðåõìåðíîé ðàçíîñòíîé ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) (α = 60◦)
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4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ íà-
íîïîð â ïëåíêå îêñèäà àëþìèíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ íàíîïîð íà ïîâåðõíîñòè îêñèäà àëþìèíèÿ ïî-
äðîáíî îïèñàíà â ðàáîòàõ [7�9]. Çäåñü ïðèâåäåì òîëüêî êðàòêîå îïèñàíèå ýòîé ìîäåëè.
Íàíîïîðà ïðåäïîëàãàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ åå ðîñòà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îáëàñòü D = {Γ1(r, t) ≤ x ≤ Γ3(r, t), Γ2(x, t) ≤ r ≤ Γ4} ñ ïîäâèæíûìè ëåâîé, ïðàâîé
è íèæíåé ãðàíèöàìè, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 5. Â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò

Ðèñ. 5. Ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ íàíîïîðû

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà êîòîðîãî ϕ(x, r) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, r)

∂2

∂x2
(rϕ) +

∂

∂r
(r

∂ϕ

∂r
) = 0 (8)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ϕΓ1 = ϕΓ2 = 0; ϕΓ3 = U ;
∂ϕ

∂r

∣∣∣∣
Γ4

= 0, (9)

ãäå U � çàäàííîå íàïðÿæåíèå íà ìåòàëëè÷åñêîì àíîäå. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ (8) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (9) ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ íà îñíîâå
êîíå÷íî-îáúåìíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïîçâîëÿþùåé ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû íà ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêå.

Â îáëàñòè D ñòðîèëàñü êðèâîëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà, ñãóùàþùàÿñÿ ê ãðàíèöå ðàç-
äåëà ôàç Γ2. Ïîëîæåíèå âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ4 âûáèðàëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

Ðèñ. 6. Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü Ðèñ. 7. Ôðàãìåíò ðàçíîñòíîé ñåòêè
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îíà íå îêàçûâàëà ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ïîëÿ â îáëàñòè
D. Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü Ξ2 îïðåäåëÿëàñü â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âûðåçîì (ðèñ. 6).
Ýòàëîííàÿ ñåòêà â Ξ2 áûëà ðàâíîìåðíîé ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè, ðåáðà êîòîðûõ ïàðàë-
ëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå ñåãìåíòû Γ′1, Γ′2, Γ′3 è Γ′4 îòîáðàæàëèñü íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå ñåãìåíòû Γ1, Γ2, Γ3 è Γ4 îáëàñòè D. Ïîñëå î÷åðåäíîãî ýòàïà
ðàñ÷åòà çàäà÷è ïîëó÷àëàñü äèñêðåòèçàöèÿ íîâîé êðèâîé Γ2 â D, ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ
ïðîñòåéøåé èíòåðïîëÿöèè òî÷êè ýòîé êðèâîé ïåðåðàñïðåäåëÿëèñü ñî ñãóùåíèåì ê íîñèêó
êàâåðíû. Óãëîâàÿ òî÷êà íà ñåãìåíòå Γ′2 â Ξ2 îòîáðàæàëàñü â òî÷êó xm íà êðèâîé Γ2 â D,
àáñöèññà òî÷êè xm áðàëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÿ÷åéêè ñåòêè ïîëó÷àëèñü íå ñëèøêîì
ñêîøåííûìè. Íà÷àëüíàÿ ñåòêà â D ñòðîèëàñü ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíòåðïîëÿöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè âî âñåé îáëàñòè áûëè èñïîëüçîâàíû äâóìåðíûå îáðàùåííûå
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (1), â êîòîðûõ s1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ x, à s2 ñ r. Äëÿ ñãóùåíèÿ óçëîâ

à á
Ðèñ. 8. Èëëþñòðàöèÿ ê ðàñ÷åòàì: à � èçîëèíèè ïîòåíöèàëà ïîëÿ, á � ðàçíîñòíàÿ ñåòêà â ìîìåíò
âðåìåíè t = 10 ìèí

ñåòêè ê ãðàíèöå Γ2 = Γêàâ
2 ∪ Γox

2 èñïîëüçîâàëàñü óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ â âèäå

Z[u](s) = u1(s)u2(s),
u1(s) = α + (ρêàâmin)

2, 10−4 ≤ α ≤ 10−2,
u2(s) = β + (ρox

min)
1.2, 10−2 ≤ β ≤ 10−1,

ρêàâmin = min
i

ρ(s, arrayêàâi ),

ρox
min = min

j
ρ(s, arrayox

j ),

ãäå arrayêàâi è arrayox
j � äèñêðåòèçàöèè Γêàâ

2 è Γox
2 ñîîòâåòñòâåííî, α è β áðàëèñü â çàâè-

ñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè. À èìåííî, ÷åì ìåíüøå óçëîâ, òåì ñèëüíåå òðåáóåòñÿ
ñãóñòèòü ñåòêó è òåì ìåíüøå α è β. È íàîáîðîò, ÷åì áîëüøå óçëîâ, òåì ìåíüøå òðåáóåò-
ñÿ ñãóùåíèå è çíà÷èò çíà÷åíèÿ α è β áîëüøå. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ èçîëèíèé
ïîòåíöèàëà ïîëÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 10 ìèí.
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