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Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè îáúåêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ
ðàçáèòü íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî îäíîðîäíûõ, â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå, êëàñòå-
ðîâ.

Åñëè íàáîð çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ ïðåäñòàâèòü â âèäå òî÷êè â p-ìåðíîì ïðèçíàêîâîì
ïðîñòðàíñòâå, òî çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ñîâîêóïíîñòè òî÷åê íà ñðàâ-
íèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî êëàñòåðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå
îäíîìó êëàñòåðó, íàõîäèëèñü áû íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðó-
ãà.

Íàèáîëåå òðóäíûì è íàèìåíåå ôîðìàëèçîâàííûì â çàäà÷å êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ îïðåäåëåíèåì îäíîðîäíîñòè îáúåêòîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
îäíîðîäíîñòè îáúåêòîâ ââîäèòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè � ìåòðèêà. Áëèç-
êèå â ñìûñëå ýòîé ìåòðèêè îáúåêòû ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó
êëàñòåðó.

Â ñòàòüå Ì. À. Ãóçåâà è Å. Â. ×åðíûø [1] áûë ïðåäëîæåí ðàíãîâûé ìåòîä êëàñòåðè-
çàöèè, â êîòîðîì íå èñïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ìîäèôèöèðîâàííîì
Â. Ï. Ìàñëîâûì çàêîíå Öèïôà, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

lnw ∼= −γ ln
(
N − r
r

)
+ c ≡ −γ lnR + c, (1)

Çäåñü èñõîäíûå äàííûå w1, w2, . . . , wn óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ, è êàæäîìó
çíà÷åíèþ w ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîðÿäêîâûé íîìåð � ðàíã r. Â ëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ýòî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ.

Ïðè ðàçáèåíèè äàííûõ íà êëàñòåðû ðàíãîâûì ìåòîäîì íà êàæäîì èç êëàñòåðîâ ñïðà-
âåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â. Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà ñî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ïàðà-
ìåòðîâ (γ, c), êîòîðûå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò êëàñòåðà ê êëàñòåðó.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: íà êàæäîì èç êëàñòåðîâ òî÷êè áëèçêè ê ïðÿìîé, ïðè ïåðåõîäå
îò êëàñòåðà ê êëàñòåðó ïðÿìàÿ ìåíÿåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì ÿâëÿåò-
ñÿ íå÷¼òêî ïîñòàâëåííîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îäíèõ è òåõ æå äàííûõ âûäåëÿòü êëàñòåðû
ìîæíî ïî-ðàçíîìó. Ïîýòîìó ðàçáèåíèå äàííûõ íà êëàñòåðû çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü ñóáú-
åêòèâíûì. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè-
÷åñêèõ äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè ðàíãîâîãî ìåòîäà êëàñòåðèçàöèè èñõîäíóþ ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.
Íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàêóþ èíôîðìàöèþ îá èñõîäíûõ äàííûõ íóæíî ïîëó÷èòü?

Ââåä¼ì ìåðó îòêëîíåíèÿ òî÷êè îò ïðÿìîé êàê îòêëîíåíèå òî÷êè îò ïðÿìîé ïî âåð-
òèêàëè:

δ(lnR, lnw, γ, c) = | lnw − (−γ lnR + c)|.
Çàäàäèì ïîðîãîâîå çíà÷åíèå δ0 è ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ âñåõ òî÷åê êëàñòåðà [a...b]

çíà÷åíèå ìåðû îòêëîíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèëî δ0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êëàñòåðå [a...b]
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Ðèñ. 1: Ðàíãîâûé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè

ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â. Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà ñ ïàðàìåòðàìè γ, c, åñëè
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìåðû îòêëîíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò δ0:

max
a≤r≤b

δ(lnRr, lnwr, γ, c) ≤ δ0.

Ââåä¼ì âåëè÷èíó

δmin(0) = inf
(γ,c)∈R2

max
a≤r≤b

δ(lnRr, lnwr, γ, c).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: δmin(0) � ýòî ïîëîâèíà íàèìåíüøåé âûñîòû ïîëîñû, ñîäåðæàùåé
âñå òî÷êè êëàñòåðà [a...b].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êëàñòåðå [a...b] ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â. Ï. Ìàñëî-
âûì çàêîí Öèïôà, åñëè δmin(0) íå ïðåâîñõîäèò δ0.

Ââåä¼ì âåëè÷èíó

δmin(ν0) = inf
(γ,c)∈R2

max
a≤r≤b

ν0+1δ(lnRr, lnwr, γ, c).

Çäåñü maxk îçíà÷àåò k-å ïî ìàêñèìàëüíîñòè ÷èñëî. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: δmin(ν0) �
ýòî ïîëîâèíà íàèìåíüøåé âûñîòû ïîëîñû, ñîäåðæàùåé âñå òî÷êè êëàñòåðà [a...b], â òîì
ñëó÷àå, åñëè ν0 òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êëàñòåðå [a...b] ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â. Ï. Ìàñëî-
âûì çàêîí Öèïôà, åñëè δmin(ν0) íå ïðåâîñõîäèò δ0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé
Â. Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà. Òå èç íèõ, êîòîðûå íåëüçÿ ðàñøèðèòü òàê, ÷òîáû íà
ðàñøèðåííîì ïðîìåæóòêå òàêæå áûë ñïðàâåäëèâ ýòîò çàêîí, îáðàçóþò ìíîæåñòâî ìàê-
ñèìàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ.

Ïðîöåññ êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ êëàñòåðîâ. Òî åñòü åñëè âûäåëåí íåêîòîðûé êëàñòåð è îí
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ìîæåò áûòü ðàñøèðåí (â íåãî ìîæíî âêëþ÷èòü ñîñåäñòâóþùèå ñ íèì òî÷êè), òî îí ðàñ-
øèðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðàñøèðåíèÿ êëàñòåðû, êàê ïðàâèëî, áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ,
è ýòî åñòü îñîáåííîñòü êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì. Èòàê,
÷òîáû íàéòè ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû, íàéä¼ì ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðîèçâåäåíà ôîðìàëüíàÿ ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çà-
äà÷.

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü δmin(0) � ïîëîâèíó íàèìåíüøåé âûñîòû ïîëîñû, ñîäåðæàùåé
âñå çàäàííûå òî÷êè. Ýòî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè. Èç óñëîâèÿ àëüòåðíàíñà âûòåêàåò, ÷òî èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïà-
ðàëëåëüíà îäíîìó èç ð¼áåð âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà òî÷åê íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé âûïóêëûé ìíîãî-
óãîëüíèê, ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè â âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè åñòü àëãîðèòì Ãðýõåìà è àëãîðèòì Äæàðâèñà [2].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ δmin(0) ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷åê íà îñü
îðäèíàò âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ââåä¼ì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ pγ(x, y).
Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó (x, y) ïðÿìóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì (−γ), òîãäà ïðîåêöèÿ
òî÷êè (x, y) íà îñü îðäèíàò � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé ñ îñüþ îðäèíàò.
Ïóñòü pγ(x, y) � îðäèíàòà ïðîåêöèè: pγ(x, y) = xγ + y. Òîãäà δmin(0) ìîæíî íàéòè ïî
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

δmin(0) = inf
(γ,c)∈R2

max
a≤r≤b

|pγ(xr, yr)− c| = min
γ∈R

min
c∈R

max
a≤r≤b

|pγ(xr, yr)− c| =

=
1

2
min
γ∈R

(
max
a≤r≤b

pγ(xr, yr)− min
a≤r≤b

pγ(xr, yr)

)
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

φr(γ) = pγ(xr, yr) = xrγ + yr,

φmax(γ) = max
a≤r≤b

φr(γ), φmin(γ) = min
a≤r≤b

φr(γ).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè φ(γ) = φmax(γ) − φmin(γ). Ôóíêöèè φmax(γ) è
φmin(γ) êóñî÷íî-ëèíåéíûå, ñëåäîâàòåëüíî, φ(γ) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò,
ìèíèìóì φ(γ) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê èçëîìà.

Âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷åê èçëîìà ôóíêöèé φmax(γ) è φmin(γ). Ãðàôèêè
ýòèõ ôóíêöèé � ýòî ëîìàíûå.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëîìàíîé � ãðàôèêà ôóíêöèè φmax(γ) (ñì. ðèñ. 2).
Íà÷èíàåì ñòðîèòü ëîìàíóþ ñ ïðÿìîé � ãðàôèêà ôóíêöèè φb(γ) (ýòà ïðÿìàÿ � òåêóùèé
ìàêñèìóì). Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïðÿìûìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé
φb−1(γ), . . . , φa(γ). Âûáèðàåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ íàèìåíüøåé àáñöèññîé γ1. Ïóñòü ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè φk1(γ). Ïðÿìàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè φk1(γ) � ñòà-
íîâèòñÿ òåêóùèì ìàêñèìóìîì. Äàëåå íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïðÿìû-
ìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé φk1−1(γ), . . . , φa(γ). Âûáèðàåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ íàèìåíü-
øåé àáñöèññîé γ2. Ïóñòü ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè φk2(γ). Ïðÿìàÿ �
ãðàôèê ôóíêöèè φk2(γ) � ñòàíîâèòñÿ òåêóùèì ìàêñèìóìîì. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåò-
ñÿ, ïîêà òåêóùèì ìàêñèìóìîì íå ñòàíåò ïðÿìàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè φa(γ).
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Ðèñ. 2: Àëãîðèòì Äæàðâèñà (ïóíêòèðîì âûäåëåí ãðàôèê ôóíêöèè φmax(γ))

Îïèñàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì Äæàðâèñà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè. Ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ëîìàíóþ, ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì âûïóêëîé îáîëî÷-
êè, à àáñöèññû âåðøèí ëîìàíîé ñîîòâåòñòâóþò óãëîâûì êîýôôèöèåíòàì ïðÿìûõ, ñî-
äåðæàùèõ ð¼áðà âûïóêëîé îáîëî÷êè. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà � O(hM), ãäå M �
êîëè÷åñòâî òî÷åê, h � ÷èñëî âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Îïèøåì àëãîðèòì Ãðýõåìà, êîòîðûé èìååò îïòèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ O(M)
(ñì. ðèñ. 3). Áóäåì äîáàâëÿòü ïðÿìûå ïî îäíîé: ñíà÷àëà φb(γ), çàòåì φb−1(γ), . . . , φa(γ).
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü max

b−1≤r≤b
φr(γ), max

b−2≤r≤b
φr(γ), . . . , max

a≤r≤b
φr(γ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîìàíàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

φr(γ) � óæå ïîñòðîåíà. Óêà-

æåì, êàê ïîñòðîèòü ëîìàíóþ � ãðàôèê ôóíêöèè max
q≤r≤b

φr(γ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè φq(γ) �� ïåðåñåêàåò ëîìàíóþ ��
ãðàôèê ôóíêöèè max

q+1≤r≤b
φr(γ) � ðîâíî â îäíîé òî÷êå ñ àáñöèññîé γ′.

Ëîìàíóþ � ãðàôèê ôóíêöèè max
q≤r≤b

φr(γ) �� ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: íà ïðîìåæóòêå

(−∞, γ′] ýòà ëîìàíàÿ ñîâïàäàåò ñ ëîìàíîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

φr(γ), � à íà

ïðîìåæóòêå [γ′,+∞) � ñ ïðÿìîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè φq(γ).
Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü δmin(ν0) � ïîëîâèíó íàèìåíüøåé âûñîòû ïîëîñû, ñîäåðæàùåé

âñå çàäàííûå òî÷êè, â òîì ñëó÷àå, åñëè ν0 òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü. δmin(ν0) ìîæíî íàéòè
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

δmin(ν0) = inf
(γ,c)∈R2

max
a≤r≤b

ν0+1|pγ(xr, yr)− c| = min
γ∈R

min
c∈R

max
a≤r≤b

ν0+1|pγ(xr, yr)− c| =

= min
γ∈R

(
1

2
min

0≤ν≤ν0

(
max
a≤r≤b

ν+1pγ(xr, yr)− min
a≤r≤b

ν0−ν+1pγ(xr, yr)

))
=

4



Ðèñ. 3: Àëãîðèòì Ãðýõåìà (ïóíêòèðîì âûäåëåí ãðàôèê ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

φr(γ), æèðíàÿ

ïðÿìàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè φq(γ))

=
1

2
min

0≤ν≤ν0
min
γ∈R

(
max
a≤r≤b

ν+1pγ(xr, yr)− min
a≤r≤b

ν0−ν+1pγ(xr, yr)

)
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

φ(ν)
max(γ) = max

a≤r≤b
ν+1φr(γ),

φ
(ν)
min(γ) = min

a≤r≤b
ν+1φr(γ),

φ(ν)(γ) = φ(ν)
max(γ)− φ

(ν0−ν)
min (γ).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóìû ôóíêöèé φ(ν)(γ), ν = 0, 1, . . . , ν0. φ(ν)(γ) �� êóñî÷íî-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå èçëîìà.

Âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷åê èçëîìà ôóíêöèé φ
(ν)
max(γ) è φ

(ν)
min(γ), ν = 0, 1, . . . , ν0.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëîìàíûõ � ãðàôèêîâ ôóíêöèé φ
(0)
max(γ), φ

(1)
max(γ),

. . . , φ
(ν0)
max(γ) (ñì. ðèñ. 4). Áóäåì äîáàâëÿòü ïðÿìûå ïî îäíîé: ñíà÷àëà φb(γ), çàòåì φb−1(γ),

. . . , φa(γ). Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü max
q≤r≤b

ν+1φr(γ) (ν = 0, 1, . . . , ν0) äëÿ q = b −
1, b− 2, . . . , a.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîìàíûå � ãðàôèêè ôóíêöèé max
q+1≤r≤b

ν+1φr(γ) (ν = 0, 1, . . . , ν0) �

� óæå ïîñòðîåíû. Óêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ëîìàíûå � ãðàôèêè ôóíêöèé max
q≤r≤b

ν+1φr(γ)

(ν = 0, 1, . . . , ν0).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè φq(γ) � ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç

ëîìàíûõ � ãðàôèêîâ ôóíêöèé max
q+1≤r≤b

ν+1φr(γ) (ν = 0, 1, . . . , ν0) �� ðîâíî â îäíîé òî÷êå

ñ àáñöèññîé γ′(ν).
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Ëîìàíûå � ãðàôèêè ôóíêöèé max
q≤r≤b

ν+1φr(γ) (ν = 0, 1, . . . , ν0) � ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ëîìàíàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè max
q≤r≤b

1φr(γ) �� íà ïðîìåæóòêå (−∞, γ′(0)]
ñîâïàäàåò ñ ëîìàíîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè max

q+1≤r≤b
1φr(γ), �� à íà ïðîìåæóòêå [γ

′
(0),+∞) �

� ñ ïðÿìîé �� ãðàôèêîì ôóíêöèè φq(γ). Ëîìàíàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè max
q≤r≤b

2φr(γ) �� íà

ïðîìåæóòêå (−∞, γ′(1)] ñîâïàäàåò ñ ëîìàíîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

2φr(γ), �� íà

ïðîìåæóòêå [γ′(1), γ
′
(0)] �� ñ ïðÿìîé �� ãðàôèêîì ôóíêöèè φq(γ), �� à íà ïðîìåæóòêå

[γ′(0),+∞) �� ñ ëîìàíîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

1φr(γ). Ëîìàíàÿ � ãðàôèê ôóíê-

öèè max
q≤r≤b

ν+1φr(γ) �� íà ïðîìåæóòêå (−∞, γ′(ν)] ñîâïàäàåò ñ ëîìàíîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè

max
q+1≤r≤b

ν+1φr(γ), �� íà ïðîìåæóòêå [γ
′
(ν), γ

′
(ν−1)] �� ñ ïðÿìîé � ãðàôèêîì ôóíêöèè φq(γ), ��

à íà ïðîìåæóòêå [γ′(ν−1),+∞) �� ñ ëîìàíîé �� ãðàôèêîì ôóíêöèè max
q+1≤r≤b

νφr(γ).

Äàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå àëãîðèòìà Ãðýõåìà. Âðåìÿ âûïîë-
íåíèÿ àëãîðèòìà � O(M(ν0 + 1)).

Ðèñ. 4: Îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Ãðýõåìà

Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà [4], â êîòîðîé ðåàëèçîâàíû ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû.
Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++.

Ïðîãðàììà ïðèíèìàåò íà âõîä âõîäíûå äàííûå â ôîðìàòå CSV è âõîäíûå ïàðàìåò-
ðû: δ0 (ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëÿ ïîëîâèíû ìèíèìàëüíîé âûñîòû ïîëîñû), ν0 (äîïóñòèìîå
êîëè÷åñòâî àíîìàëüíûõ òî÷åê), x (êîä ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè: åñëè x = 1, òî
èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå N = n+ 1, à åñëè x = 2, òî ñîîòíîøåíèå N = 2n+ 1).

Ïðîãðàììà âûâîäèò ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ôàéë â ôîðìàòå HTML. Ïðîãðàììà
âû÷èñëÿåò ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ. Òàêæå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ è ïîëîâèíû ìèíèìàëüíîé âûñîòû ïîëîñû äëÿ èíòåðåñóþ-
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ùèõ ïðîìåæóòêîâ.
Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììû. Íà ðèñ. 5 öâåòîì âûäåëåíî ðàçáèåíèå äàí-

íûõ íà êëàñòåðû, ïðèâåä¼ííîå â ñòàòüå [1]. Ýòî ðàçáèåíèå áûëî íàéäåíî âðó÷íóþ. Ôèãóð-
íûìè ñêîáêàìè âûäåëåíî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ, âûäàííîå ïðîãðàììîé
(δ0 = 0, 03, ν0 = 0).

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììû

Îòìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå, ïðèâåä¼ííîå â ñòàòüå [1], îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâà ìàêñè-
ìàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñóáúåêòèâ-
íîñòè ïðè íàõîæäåíèè ðàçáèåíèÿ.
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