
XXII Всероссийская конференция молодых учёных по математическому моделированию
и информационным технологиям. Новосибирск, 25 – 29 октября 2021 г.

0.1. Неустроева Л. Определение точечных ис-

точников в задачах тепломассоперено-

са

Данная работа посвящена исследованию вопросов
существования и единственности решения задач
определения функции источников по точечным дан-
ным переопределения. Исследования важны с точ-
ки зрения большого количества приложений, преж-
де всего в задачах определения источников рас-
пространения загрязняющих веществ в воздухе или
жидкости, актуальность подтверждается большим
вниманием к данной тематике и, в частности, огром-
ным количеством работ. Итак, мы рассматриваем
вопрос об определении вместе с решением правой
части специального вида в уравнении

ut−∆u+
n∑

i=1

ai(x)uxi+a0(x)u =
m∑

i=1

Ni(t)δ(x−xi)+f0,

(1)
где (x, t) ∈ Q = (0, T ) × G, G = Rn или G =
Rn

+ = {x ∈ Rn : xn > 0} (n = 2, 3), δ —
дельта-функция Дирака. Здесь неизвестными яв-
ляются функции Ni(t) - интенсивности источников
загрязнения. Уравнение (1) дополняется краевыми,
начальными условиями и условиями переопределе-
ния

Bu|S = g, u|t=0 = u0(x), u(yj , t) = ψj(t), (2)

где j = 1, 2, . . . ,m, S = (0, T ) × ∂G, Bu = ∂u
∂ν или

Bu = u (ν - единичная внешняя нормаль к ∂G.
Пусть a = (a1, a2) при n = 2 и a = (a1, a2, a3) при
n = 3. Скобки (·, ·) обозначают скалярное произве-
дение Rn. Мы предполагаем, что

ai ∈W 2
∞(G), ∇ϕj ,∆ϕj , a0 ∈ L∞(G), . (3)

где j ≤ m, i ≤ n. Введем функции

ϕi(x) =
1
2

∫ 1

0

(a(xi + τ(x− xi)), (x− xi)) dτ.

Пусть δj = minirij , j = 1, 2, . . . , s, где rij = |xi −
yj |. Введем матрицу A0 с элементами aji = eϕi(yj)

если |xi − yj | = δj и aji = 0 в противном случае.
Мы предполагаем, что detA0 6= 0, u0(x) ∈ W 1

2 (G),
u0(x)|Γ = g(x, 0) если Bu = u. Фиксируем λ ≥ 0 и
предположим, что

e−λtg ∈W 1/4,1/2
2 (S) (для Bu =

∂u

∂ν
);

e−λtg ∈W 3/4,3/2
2 (S) (дляBu = u), f0e−λt ∈ L2(G).

(4)

Пусть w0 есть решение задачи

w0t +Lw0 = f0(t, x), Bw0|S = g, w0|t=0 = u0(x). (5)

После замены w = e−λt(u − w0), задача (1)-(2) све-
дется к задаче

wt + Lw + λw =
m∑

i=1

e−λtNi(t)δ(x− xi),

Bw|S = 0, w|t=0 = 0, (6)

w(yj , t) = e−λt(ψj(t)− w0(t, xj)) = e−λtψ̃i(t), (7)

где j ≤ m. Пусть Vγ(t) = e−γ2/4t

4πt при n = 2 и Vγ =
γe−γ2/4t

2
√

πt3/2 при n = 3. Предположим, что имеет место
представление

ψ̃j(t) =
∫ t

0

Vδj (t− τ)ψ0j(τ)dτ, ψ0je
−λt ∈ L2(0, T ).

(8)
Пусть W 1

p,B(G) есть пространство функций u ∈
W 1

p (G), удовлетворяющих однородным условиям
Дирихле если Bu = u и W 1

p,B(G) = W 1
p (G) если

Bu 6= u. Пусть W−1
p,B(G) – двойственное простран-

ство к W 1
q,B(G).

Теорема. Пусть p ∈ (1, n/(n − 1)) и в случае

G = Rn
+ ai = 0 (i = 1, 2, . . . , n). Тогда существу-

ет λ2 такое, что при λ ≥ λ2, если условия (4), (8)
выполнены, то существует единственное решение

(u,N) задачи (1)-(2) такое, что u = eλt(w0 + w),
где w0 ∈ W 1,2

2 (Q), eλtw0 есть решение задачи (5),
w ∈ L2(0, T ;W 1

p,B(G)) есть решение задачи (6),

wt ∈ L2(0, T ;W−1
p,B(G)), and w ∈ W 1,2

2 (Qε), где Qε =
{(x, t) ∈ Q : |x − xi| > ε ∀i ≤ m} для всех ε > 0,
e−λtNi(t) ∈ L2(0, T ) (i = 1, . . . ,m).
Доказательство основано на асимптотических пред-
ставлениях, приведенных в работе [1]. Мы получаем
теоретические результаты и строим алгоритм, поз-
воляющий определить точечные источники по до-
полнительным данным в точках, лежащих в обла-
сти. Полученные результаты могут быть использо-
ваны при создании численных алгоритмов решения
ряда экологических задач.
Научный руководитель — д.ф.-м.н. Пятков С. Г.
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