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0.1. Баранчиков В.Р. Модификация формул

Гаусса для расчета интеграла столкнове-

ний в 4-х волновом кинетическом урав-

нении.
Исследование турбулентных потоков в жидкостях,
газах и плазме остается одной из нерешенных про-
блем современной физики. Для описания однород-
ного изотропного слаботурбулентного взаимодей-
ствия волн в бозе-газе в работе [1] получено 4-х вол-
новое кинетическое уравнение (КУ) с интегралом
столкновений в правой части:
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где nω = n(ω, t) – спектр волнового действия, за-
висящий от частоты волны ω и от времени t > 0,
ni = n(ωi, t), i = 2, 3, nδ = n(ωδ, t), ωδ = ω2 + ω3 −ω,
∆ = {(ω2, ω3) : ω2, ω3, ωδ ≥ 0} – 2D область интегри-
рования,
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– ядро интеграла столкновений. Характерное пове-
дение решения (1), (2) – степенная функция с точ-
кой ветвления в нуле [1]: nω ∼ ω−7/6.
Для расчета интеграла столкновений oграничим ча-
стотный диапазон ω ∈ [0, ωmax]. Выполним декомпо-
зицию области ∆ так, чтобы в каждой подобласти
функция минимума, стоящая в P, принимала зна-
чение одного из своих аргументов. Получим 5 тре-
угольных и 2 квадратных подобласти (см. рис 1. из
статьи [2]). Перед расчетом отобразим каждую из
них в канонический квадрат [−1, 1]2 с применением
линейных отображений для прямоугольных подоб-
ластей и замен переменных из [3] для треугольных.
В силу теоремы Фубини вместо двойного мы полу-
чим повторный интеграл и сведем задачу к поис-

ку 1D интеграла вида: Ig = Ig[f ] =
1∫

−1

g(x)f(x)dx,

где g(x) имеет точки ветвления или другие особен-
ности на границах отрезка [−1, 1], f(x) – функция
высокого порядка гладкости. Классические квадра-
турные формулы Гаусса (КФГ) в расчете этого ин-
теграла будут малоэффективны, так как производ-
ные функции g(x) терпят разрыв, поэтому приме-
ним отображение с параметром ε > 0, которое будет
сгущать узлы КФГ около особых точек:

x = h±(y) = ±1 + ε sinh
y ∓ 1

2
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Пусть g(x) = (1 − x)α, α > −1 тогда, после приме-
нения замены h±(y), КФГ для расчета этого инте-
грала дает погрешность [2]:

|En[gf ]| ≤ Mε̃
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где ε̃ ∼ ε ln[1/ε] при ε→0, M = ||f ||, n – количе-
ство узлов КФГ, j1 – первый положительный ноль
функции Бесселя нулевого порядка. Далее мы мо-
жем приближенно вычислить интеграл Ig[f ]:
1∫

−1

g(h(y))f(h(y))h′(y)dy ≈
n∑

i=1

wig(h(yi))f(h(yi))h′(yi),

где wi – веса КФГ, yi – узлы КФГ. В рабо-
те проведены расчеты интеграла по подобла-
стям ∆0 = {(ω2, ω3) : ωδ ≥ 0, ω2, ω3 ≤ ω} и
Π1 = [ω, ωmax]× [0, ω]. В таблице указаны величины
Rn,ε = log10(|I2n − In|/I2n), где In – значение
интеграла по подобласти ∆0 на n узлах при w = 1.

Таблица. Значения Rn,ε.

n ε = 10−1 ε = 10−5 ε = 10−9 ε = 10−15

64 −1, 7656 −3, 1109 −3, 5767 −3, 3692
128 −1, 9678 −4, 4759 −4, 1739 −3, 9677
256 −2, 1706 −5, 1824 −4, 8035 −4, 5850

Видно, что |Rn,ε| растёт с ростом n, что говорит о
быстрой сходимости при малых ε, см. оценку (3).
Однако значения Rn,ε ведут себя немонотонно по
ε, в связи с этим выявлены оптимальные значения
(εopt), при которых Rn,ε являются наименьши-
ми. Для ∆0 при ω = 1, 10 εopt ≈ 10−5; при
ω = 100 εopt ≈ 10−6; при ω = 1000 εopt ≈ 10−5.
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