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0.1. Куткин Л.И., Семисалов Б.В., Шапеев В.П.
Решение задачи Дирихле для уравнения

Пуассона методом коллокаций с аппрок-

симацией Паде.

Уравнение Пуассона (УП) описывает широкий
спектр физических явлений: безвихревые движе-
ния жидкостей и газов, электрический и гравита-
ционный потенциалы и другие. Поиск высокоточ-
ных решений УП при наличии особенностей иско-
мой функции представляет актуальную проблему.
Для решения УП предложены методы конечных
разностей, конечных элементов, спектральные ме-
тоды. В этой работе мы применили метод колло-
каций и наименьших квадратов (КНК). В [1] этот
метод развит на основе полиномиальных приближе-
ний.
Однако в случаях задач с особенностями точно-
сти приближения в базисе из полиномов оказыва-
ется недостаточно. В работе решена двумерная за-
дача Дирихле для УП (1) методом КНК с дробно-
рациональной аппроксимацией Паде (АП). Новизна
заключается в том, что по образцу [2] мы прибли-
жаем решение отношением двух полиномов от двух
переменных (2)–(4). Отношение (2) подставляется
в уравнение и в граничные условия задачи (1). В
результате получаются соотношения (5), (6). Отме-
тим, что (5) получено с применением линеаризации:
для поиска M и P из него требуется взять решение
Uk с предыдущей итерации по нелинейности. Урав-
нения (5) и (6) далее записываются в узлах, распре-
деленных равномерно внутри Ω и на ∂Ω. Таким об-
разом, на очередной итерации требованием выпол-
нения соотношений (5) и (6) в узлах сетки строится
переопределённая СЛАУ на коэффициенты числи-
теля и знаменателя, которая решается методом наи-
меньших квадратов с помощью QR-декомпозиции
её матрицы. Преимуществом АП по сравнению с по-
линомиальной является возможность существенно-
го уменьшения погрешности.

∆U = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, U |∂Ω = g(x, y),
Ω = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1},

(1)

U(x, y) = P (x, y)/M(x, y), (2)

P (x, y) =
S∑

i=0

i∑
j=0

cijx
i−jyj , (3)

M(x, y) = 1 +
N∑

i=1

i∑
j=0

tijx
i−jyj , (4)

∆P = Mf + 2(Uk
x Mx + Uk

y My) + Uk∆M. (5)

P −Mg = 0, (6)

Нами рассмотрена тестовая задача (1) при f(x, y) =
g(x, y) = exp(x) + exp(y) и с точным решением
U(x, y) = exp(x) + exp(y). В табл. 1, 2 приведены

данные о наиболее точных решениях, полученных с
использованием полиномиальных базисов и АП.
Здесь Grid – число узлов, Degree – степень аппрок-
симирующего полинома (в случае АП вначале пи-
шется степень числителя, затем – знаменателя), R
– относительная погрешность решения, Cond – чис-
ло обусловленности СЛАУ, СПС (степень переопре-
деленности СЛАУ) – отношение числа строк мат-
рицы (число точек коллокации и граничных точек)
к числу столбцов (число искомых коэффициентов
аппроксиманта).

Таблица 1: Результаты с применением полиномов.
Grid Dedgree R Cond СПС
12 х 12 10 6.26e-11 1.46e+08 2.12

Таблица 2: Результаты с аппроксимацией Паде.
Grid Dedgree R Cond СПС
11 x 11 7/8 8.1348e-13 5.0285e+16 1.4625

Видно, что помимо увеличения точности при ис-
пользовании АП существенно уменьшается размер
сетки, а значит и время расчёта.
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