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0.1. Трифонова Г.О. О решении задачи филь-

трации с предельным градиентом при

наличии точечных источников
Исследована задача фильтрации с предельным гра-
диентом [1] для пространств размерности n = 2 и
n = 3 при наличии нескольких точечных источни-
ков интенсивности q(i), i = 1, . . . k, сосредоточен-
ных в узлах x(i), внутренних для области решения
Ω ⊂ Rn. Установлено существование решения. Спо-
соб доказательства одновременно позволяет нахо-
дить приблеженное решение.
Закон фильтрации(связь между градиентом давле-
ния λ и потоком G) считаем неоднородным по про-
странству и изотропным:

G(x, λ) ≡ h(x, |λ|)
|λ|

λ : Ω×Rn → Rn,

h(x, s) ≡ a(x)[ s− µ(x) ]+ ; [ s ]+ ≡
{

0 , s < 0,
s , s ≥ 0,

функции µ, a : Ω → R измеримы и ограничены:

0 ≤ µ(x) ≤ µ, 0 < amin ≤ a(x) ≤ amax.

Границу Γ = Γ1∪Γ2, Γ1∩Γ2 = ∅, mes Γ1 6= 0 области
Ω считаем Липшиц-непрерывной. Для x ∈ Γ1 вы-
понлено условие Дирихле w(x) = wγ1(x), для x ∈ Γ2

условие Неймана (G(x,∇w), ν(x))+σ(x)w = wγ2(x).
Вариационная задача имеет следующий вид:∫
Ω

(G(x,∇w),∇η) dx+
∫
Ω

g0(x)wηdx+
∫
Γ2

σ(x)wηdx =

=
k∑

i=1

q(i) η(x−x(i))+
∫
Γ2

wγ2(x)ηdx, ∀η ∈ C∞
0 (Ω∪Γ2).

Функция g0(x) неотрецательна и ограничена.
Функция a(x) принадлежит весовому пространству
в точках сосредоточения источников, а именно, для
i = 1, . . . k имееют место включения

∃αi ∈ L2(Ω) : αi(x) ≡ |x− x(i)|1−n(a(x)− a(i)).

Для решения рассмотренной задачи получено адди-
тивное представление w = v + u + Φ с явным выде-
лением особенности поражденной источниками [2]:

Φ(x) ≡
k∑

i=1

ϕi(x) : ϕi(x) ≡ q(i)

a(i)
φn(x− x(i)).

Здесь функция φn – фундаментальное решение опе-
ратора Лапласа: φ2(x) = 1

2π ln(|x|) и φ3(x) = − 1
4π|x| .

Функция u ∈ W
(1)
2 (Ω) – единственное решение ли-

нейной задачи c дивиргентной правой частью

−div (a(x)∇u(x)) = −div F, x ∈ Ω,

F = ∇

[
k∑

i=1

qi φn(x− x(i))

]
− a(x)∇Φ(x).

Функцию v находим из краевой задачи для нели-
нейного уравнения с вырождением по градиенту:∫

Ω

(G(x,∇(v(x) + w̃(x)))− a(x)∇w̃(x),∇η(x)) dx+

+
∫
Ω

g0(x)(v(x)+w̃(x))η(x)dx+
∫
Γ2

σ(x)v(x)η(x)dx = 0,

для любого η ∈ C∞
0 (Ω ∪ Γ2), здесь w̃ = u + Φ.

Вариационная задача для v исследована методом
теории монотонных операторов [3]. Множество ре-
шений непусто и слабо замкнуто в гильбертовом

пространстве V ≡ {v ∈ W
(1)
2 (Ω) : v(x) = 0, x ∈ Γ1}.

Таким образом решение исходной задачи найдено,
особенность связанная с точечными источниками
выделена явно в виде функции Φ ∈ W

(1)
1 (Ω), а

функции u, v из пространства W
(1)
2 (Ω).

Научный руководитель — д.ф.-м.н. Задворнов О.А.

Список литературы

[1] Баренблатт Г.И., Ентов В.М., Рыжик В.М.

Движение жидкостей и газов в природных пластах /
М.: Недра, 1984. 211 с.

[2] Задворнов О.А., Трифонова Г.О. Смешанная
краевая задача для уравнения монотонного типа с
младшим слагаемым при наличии точечных источ-
ников в правой части// Учен. зап. Казан. ун-та. Сер.
Физ.-матем. науки. 2024. Т. 166, № 2. С. 173–186.

[3] Гаевский Х., Грегер К., Захариас К. Нелиней-
ные операторные уравнения и операторные диффе-
ренциальные уравнения / М.: Мир, 1978. 336 с.

1


